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CHAPITRE L 

ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
DU PREMIER ORDRE A UNE INCONNUE. 



I. — Préliminaires. 

On appelle équations aux dérivées partielles {el quelque- 
fois, dans les anciens auteurs, équations aux différences par- 
tielles) celles dans lesquelles les inconnues sont des fonctions 
de plusieurs variables indépendantes, ces équations pouvant 
contenir : i° les variables, 2° les fonctions inconnues, 3® les 
dérivées partielles des fonctions inconnues. 

L'ordre d'une équation aux dérivées partielles est m quand 
il y entre au moins une dérivée d'ordre m d'une fonction 
inconnue, sans qu'il y entre de dérivée d'un ordre plus élevé. 

Les solutions d'une équation ou de plusieurs équations 
simultanées aux dérivées partielles portent le nom àUnté- 
grales de cette ou de ces équations. 

L. — Traité d'Analyse, VI. i 
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Les intégrales peuvent être données sous forme implicite 
ou sous forme explicite. La solution la plus générale d'une 
équation ou d'un système d'équations aux dérivées partielles 
porte le nom à' intégrale générale. 

Les équations aux dérivées partielles portent aussi le nom 
adéquations différentielles ; quand il peut en résulter quelque 
confusion, les équations différentielles qui ne renferment pas 
de dérivées partielles, et qui sont celles que nous avons étu- 
diées jusqu'à présent, portent alors le nom adéquations diffé- 
rentielles ordinaires. 

La théorie des équations aux dérivées partielles comprend, 
dans l'état actuel de la Science, deux parties bien tranchées : 
la première partie est relative à la théorie des équations du 
premier ordre aune seule fonction inconnue; cette partie est 
pour ainsi dire un complément de la théorie des équations 
différentielles ordinaires à plusieurs inconnues : c'est une des 
théories les plus parfaites du Calcul intégral^ la seconde 
partie, au contraire, est presque entièrement à faire, elle est 
encore actuellement hérissée de paradoxes et de difficultés. On 
sait intégrer les équations du premier ordre à une inconnue, 
en ce sens qu'on peut ramener leur résolution à l'intégration 
d'équations différentielles ordinaires ou à la résolution de 
questions encore moins compliquées. C'est à peine si l'on sait 
intégrer quelques équations fort simples d'ordre supérieur. 

Nous nous occuperons donc spécialement, et tout d'abord, 
des équations du premier ordre, et en particulier des équa- 
tions linéaires. 

Une équation est linéaire quand les dérivées des fonctions 
inconnues y entrent seulement au premier degré. 



IL — Méthode de Lagrange ponr l'intégration des équations 

linéaires du premier ordre. 

La théorie des équations linéaires du premier ordre est due 
à Lagrange \^Mémoires de V Académie de Berlin^ 1779, et 
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Fonctions analytiques ( * )]. Cette théorie a été reprise depuis 
par Jacobi (t. li^lWAu. Journal de Crelle^ DilucidationeSy 
p. i84). Désignons par x^ x^ , X'^^ . . . , ^„ des variables indé- 
pendantes et par u une fonction inconnue* de ces variables : 
si nous faisons 

au du du 

€t si nous désignons par Xq, Xj, ..., X,| des fonctions 
connues de w, x^ ^i, ..., Xn<, toute équation linéaire du 
premier ordre et aux dérivées partielles sera de la forme 

tin 

Voici de quelle manière Lagrange procède pour intégrer 
cette équation : il observe que l'on doit avoir 

, du , du . du , 

au = - — axi -...-}- - — axn -^- -r- dx, 
oxi dx,i dx 

c'est-à-dire, en vertu de (i) et (2), 

du =pidxi -h. . .-î-pndr„ -i-(Xo-f- Xi/?i -h. . .-1- X„pn)dXj 

ce que Ton peut écrire 

du — Xodx = pi{dxi -H Xidx) 

•/>2 ( dx2 -h X^dx)- . . .-h pn( dx,i -H X,^ dx). 



Or, si l'on établit entre les variables w, ^i , Xo, . . . , r,,, a; les 
relations 

dxi -4- Xj dx — o, . . . , dxn -f- X,i dx — o, 
ou 

dx^ dx2 dx„ 

Al A2 A/^ 

l'équation précédente donnera 

f du 
(4) dx=^. 



(») Il avait déjà traité le cas de trois variables en 1772, 
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Les équations (3), (4) sont des équations différentielles que 
l'on peut intégrer : soient aj, a2, . . ., a;,, ^ les constantes 
introduites par l'intégration, et soient 

(5) ai = «pi, «1 = ^2, ..-, ? = <!' 

les intégrales du système. Ces formules (5) auront lieu en 
même temps, ou Tune sera une conséquence des autres si (2) 
a lieu ; donc ^ est constant, en vertu de ( 2 ), si (p4 , ^2 > • • • sont 
constants; donc, en vertu de (2), ^ est une fonction de cpj^ 
cp2, ... ; donc l'intégrale de (2) est 

F(^, «pi, «p2, ..., ?«)=0, 

F désignant une fonction arbitraire. 

Nous allons retrouver ce résultat par la méthode de Jacobi 
que nous allons exposer. 



III. — Méthode de Jacobi pour l'intégration des équations 

linéaires et homogènes. 

Jacobi étudie tout d'abord les équations linéaires et homo- 
gènes du premier ordre, par rapport aux dérivées de la fonc- 
tion inconnue, dans le cas où la fonction inconnue elle-même 
ne figure pas dans l'équation. 

La méthode de Jacobi repose sur les deux théorèmes sui- 
vants : 

Théorème L — Pour que (p = c, (p désignant une fonc- 
tion de j?, ^1, J?2) . ' 't Xn et c une constante arbitraire, 
soit une intégrale des équations différentielles ordinaires 

dx _ dx^ dXfi 

oU X, X^ , X2, ... 5 Xrt sont des fonctions données de x^ x^, 
X2, ...» Xn, il faut que cp soit une intégrale de l'équation 
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aux dérivées partielles 

, . ^ du ^ du ^ au 

c^ est-à-dire que Von ait identiquement (quels que soient x^ 

d^ do do 

{2 bis) X -r h Xi -r-^ — h. . .-f- X» ---*-= o. 

^ ' dx dxi dXfi 

En eflFet, dire que cp r= c est une intégrale de (i), c'est dire 
qu'il existe n équations dont cp = c fait partie, à savoir 

<3) ? = c, cpi = ci, ..., cp„_i = c«_i; 

Ci, C2, ..., Cfi-i désignant des constantes arbitraires telles 
que, si l'on en tire x^j X2, • . . , :r« en fonction de x et de c, 
Ci, €2, . . . , c,i_i pour porter leurs valeurs dans (i), ces équa- 
tions soient satisfaites identiquement, c'est-à-dire quels que 

soient X, Ci , C25 * * * *, ^n i • 

Tirons donc ^i, ^21 • • • et dxt, dx2, ... de (3) pour les 
porter dans (i) : nous devrons avoir des identités. A cet effet, 
différentions les formules (3) pour obtenir dXi, dx^^ ... et 
nous aurons 



<4) 



d^ 
dx 


dx -^ 


dxx 


dx\ 


H-. , 


. .H- 


d^ 

dXn 


dXfi 


= 0, 


d^\ 
dx 


d.T -t- 


do\ 
dxx 


dx\ 


-h. . 


. .-f- 


dx„ 


dXn 


= 0, 



Au lieu de tirer dxi, dx^^ ... de là pour les porter dans (i), 
ce qui revient à éliminer dXi, dx^, . . ., on peut remplacer 
dx, dxi, dx2, . . ., dans (4), par les quantités proportionf- 
nelles X, X4, X2, . . . , tirées de (i), ce qui donne 

X "^^ -4-X ^"^ -^ ^X "^^ -o 

OX 0X\ OXn 

(5) i Y ^"P* _.. Y ^"P' _^ ^Y '^'P' „ 
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Ces formules, d'après ce que nous avons dit, doivent devenir 
identiques quand on y remplace ^4, ^To, . . ., Xn par leurs 
valeurs en ^, c, Ci, . . . , Cn-i tirées de (3). Or on peut dis- 
poser de c, c<, C2, . . , Cn-\ (puisqu'ils sont arbitraires), de 
telle sorte que x^, ^2? • • • > ^/i lires de (3) aient des valeurs 
données quelconques; si donc les formules (5) ont lieu quels 
que soient x^ c, c< , C2, . . , c„_i , elles auront lieu aussi quels 
que soient x, Xt, X2^ • • • , ^w ; elles constituent donc déjà un 
système d'identités avant que l'on ait remplacé Xt^ x^, . . . 
par leurs valeurs tirées de (3). Ainsi la formule (2 bis)^ en 
particulier, est identique. c. q. f. d. 

Théorème II. — Réciproquement , pour que cp soit une 
intégrale de (2), il faut que (f = c soit une intégrale des 
équations (i). 

En effet, si cp est une intégrale de (2), il faut que l'on ait 
identiquement 

mais, si cette formule est identique, en y remplaçant X, 
X^, ... par les valeurs proportionnelles dx^ dx^^ ,..^ 
tirées de (i), on aura une conséquence nécessaire des équa- 
tions (i), à savoir 

âo do 

, c -h -r-^ dxi-h. ..-h -z-^ dxn = o 

dx OXi OXn 

ou 

ainsi, quand la formule (2 bis) est identique, on a d(f = o 
ou cp = const.; mais dire que cp = const. est une consé- 
quence de (i), c'est dire que c'est une intégrale de (i). 

c. Q. F. D. 

Ainsi : 

Pour que cp soit une intégrale de (2), il faut et il suffit 
que cp = const. soit une intégrale de (i). 



do 
dx 


dx 


-\- 


do 
dxi 


dxi-h. 
do 


0; 


do 
dXn 


dXn 



ÉQUATIONS LINÉAÏRKS AUX DÉRIVÉKS PARTIELLES. 7 

Remarqlr. — Si les coQStantes c n'étaient pas arbitraires, 
notre raisonnement perdrait toute sa force : ainsi, si, par 
exemple, 



(3 bis) o^ro, ^1 = 0, 



^^ 



constituait une solution particulière des équations (i), on 
aurait bien encore 

X -7-^ — (- Xj - - - H- . . . -;- X,i -r— ^ = o, 

OX OTi OXa 

mais non plus identiquement, et seulement pour les valeurs 
de Xi , X2, . . . , ;r,i tirées de (3 bis). 

Proposons-nous maintenant d'intégrer Téqualion aux déri- 
vées partielles (2) 

du au ^r au 

D'après les théorèmes que nous venons de démontrer, on 
aura des solutions de cette équation en prenant pour u les 
fonctions cp qui, égalées à des constantes, constituent des inté- 
grales du système (1) 

dx dxx dx,i 

^'^ X"" xr "'■••"^ xi^ 

et l'on ne pourra avoir d'intégrales u de (2) qu'en prenant 
des fonctions qui, égalées à des constantes, constituent des 
intégrales de (i). Or, si 

Cl, C2, . . ., c,i désignant des constantes arbitraires, consti- 
tuent l'intégrale complète du système (i), la fonction la plus 
générale susceptible de rester constante en vertu de ces équa- 
tions (i) sera une fonction arbitraire de <f i , cf2> • • • > 'f // î donc 
une fonction F((f|, cpo, . . ., cf,i) arbitraire de cpj, cpj, . . . , cf « 
sera la solution la plus générale de (2). Nous allons établir 
cette proposition d'une autre manière. 
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sentée par les équations 

X = a? -h p --- , 



do 



Z =z-^-p 



âz 



la droite donnée par les suivantes 

en exprimant que ces droites se rencontrent, on a 

do 

x~ Xq a - - 

ox 



y —7o P 



'0 Y 



do 

ày 
dz 



= o 



ou 



(I) 



•^ [?(- — ^o) — ï(7 — ro)] -t- ^ [y(^ - ^o) - a(^ — ^o)] 



dx 



d^ 
~d~z 



[a(7— Jo) — P(^ — ^o)]=o; 



Péquation cp = const. est une intégrale du système 

dx ciy 



(i) ' P(^--o)— Y(r— Jo) Y(a--a-o) — a(- — ^o) 
^ '^ ' dz 



ou une combinaison arbitraire de ses intégrales. Pour résoudre 
ce système, on multiplie les deux termes de chaque fraction 

respectivement par a, p, y ^" P^^* ^ — -^oj y — ^>'oj ^ — ^o? 
et Ton voit que Ton peut écrire, à la suite de chacune d'elles, 

les rapports égaux 

cidx-^^dr -^^dz 



et 



{X — Xo)dx — ( V — rn)dy -r-{z — Zo)dz ^ 



il en résulte 



a dx -^ ^ dy ^- ^ dz — o^ 

{x — Xo)dx-ri^X—yo)dy — ^z — ZQ)dz = o, 
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OU bien, en intégrant, 

fxx -^ ^y -f- yz = const., 

{x ~xçi)^-r-[y —y^Y-^{z — ZçiY = const. 

Telles sont les intégrales du système (2) : ce sont des inté- 
grales de l'équation (i), et l'intégrale la plus générale de cette 
équation est 

F[y.x -h ?7 -h ^(z, {x — x^ )2 ^ {y —70)^ -^ (- — -30)2], 

En égalant cette solution à zéro, on a l'équation de la surface 
cherchée 

F[aa7-f-Pj-^Y^, (x- - XqY- -^ {y ~ y^Y -^ { z — ZQy-] = o : 

c'est l'équation d'une surface de révolution. 



V. — Intégration des équations linéaires quelconques 
du premier ordre à une seule fonction inconnue. 

Soient X une fonction inconnue des variables x^^X2^ - ^ -, Xn 
et X, X^ , X2, . . . , X/i des fonctions des variables ^r^ , ^21 • • • 7 
Xfi et de la fonction inconnue x. 

dx dx . Y ^'^ V 

y\) Aj -T — - -T- A2 -^ h. . .-h ^n -\ — A 

OXx 0X2 OX,i 

sera la forme la plus générale que puisse affecter une équa- 
tion linéaire aux dérivées partielles du premier ordre à une 
inconnue. Cette équation possède, comme on va le voir, des 
intégrales de la forme 

(2) cpi(^, a?i, x^, ..., Xn)= c, 

OÙ c désigne une constante arbitraire. La méthode que nous 
allons exposer laisse échapper les solutions qui ne contiennent 
pas de constante arbitraire et que Ton a appelées singulières ; 
mais elle permet, au contraire, de trouver les intégrales de la 
forme (2). 

Si l'équation (i) admet une solution telle que (2), x tiré 
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de (2) rendra (i) identique, c'est-à-dire y satisfera quels que 
soient x^^ x^, . . . , ^/i et la constante arbitraire c. 
De (2) on tire, parla règle des fonctions implicites, 

. ,.^__^.^?i dx_ _ _àr^ ^ à^ 

dxx dxi ' dx àxi àx^ ' dx 

portons ces valeurs dans (1), il viendra 

I 

I 

c^çpi d^\ à^\ à'^\ 

(3) X-li+X, ;^-hX2;j^+...-X-X„;j-'--=0, 

OX dX\ 0X2 OXn 

et cette équation, qui ne contient pas encore explicitement c, 
deviendra identique quand on y aura remplacé x par sa valeur 
tirée de (2). Mais, c étant arbitraire et (3), ayant lieu quel que 
soit c, quand x y est remplacé par sa valeur tirée de (2), aura 
encore lieu quand à la place de c on mettra une fonction 
arbitraire de x^^ x^', . . -, x,i. Cela revient à dire que (3) a 
lieu quels que soient x^^ x^'i . - * ^ Xn^l aussi quel que soit x^ ' 
avant que Ton ait remplacé cette fonction par sa valeur déduite 
de (2); mais, si (3) est identique, (pi est une intégrale de 
l'équation homogène 

do do do do 

que Ton sait intégrer; on obtiendra donc des solutions de (i) 
en égalant à des constantes arbitraires des intégrales de (4). 
Or les intégrales de 

- _ . dx dx\ dx^ dx,i 

\^ ) Y ^^ ^ "y =^ • • • "y 

iV. ^1 yV.2 -^n 

sont des intégrales de (3) égalées à des constantes; c'est donc 
parmi les intégrales de (5) qu'il faudra chercher celles de (i). 
Réciproquement, toute intégrale de (5) ^{=^c est telle 
que <pi rend la formule (3) identique; si donc de <pi = c on 
tire Xj les dérivées de x seront données par les formules ( 2 bis) 
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et, si Ton divise la formule (3) par -^y elle donnera, en vertu 

de (2 bis), 

_- dx àx Y ^^ 

OX 0X\ OXfi 

l'équation (i) sera donc satisfaite pour la valeur de x tirée de 
la formule (2). Ainsi, en résumé : 

Toute intégrale des équations (5) est une intégrale de 
l'équation (1), et toute intégrale de (i) de la forme <f < = c est 
une intégrale de (5). 

Soient donc 

©1 = const. = Cl, cp2 = const. = Cj, ..., cp^j = const. = c^ 
les intégrales du système (5); 

*(?iî ?î» •••» ?»)= const., 

où O est une fonction arbitraire de cpi, <p2, . . ., ^ni sera la 
forme la plus générale d'une intégrale de (i) renfermant une 
constante arbitraire, que Ton peut d'ailleurs remplacer par 
zéro sans nuire à la généralité, puisque, ^ étant arbitraire, 
cette fonction pourra être censée renfermer la constante en 
question. 

Ainsi, abstraction faite des solutions singulières, pour inté- 
grer Véquation (i), on intégrera le système (5), puis on 
égalera à zéro une fonction arbitraire des fonctions qui 
restent constantes en vertu des intégrales de (5). 

Autrement dit : on posera 

*(Ci, C2, ..., Cn) = 0, 

Cif C2j ... désignant les constantes arbitraires gui entrent 
dans l'intégrale générale de (5), et l'on éliminera C|, 
Ca, • ' ' , Cfi entre cette équation et celles qui constituent 
l'intégrale générale de (5). 

Supposons qu'il s'agisse d'intégrer l'équation 

du du du 

dx dy dz 
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m désignant une constante : on formera les équations 



> 



dx _ dy _ dz _ du 

X y z ma 

d'où Ton tire 

L L -L 

X = cu'"j y — c'u'"j z = c''u"^^ 



c, c', c" désignant des constantes*, écrivant que 



ou 



U"^ U^ M'" 

on aura la solution la plus générale de la question. On voit 

que l'on en déduit 

u = ^{x,yy z) 
et 

^{ax^ ay. olz)— ol^^u, 

car l'équation (A) est inaltérée par le changement de x en olx, 
y en ay, z en olz et u en aJ^u. La fonction u est donc homo- 
gène et de degré m ; ce qu'il était facile de prévoir. 



VI. — Intégration des équations aux dérivées partielles des cônes, 
des cylindres, des conoïdes, des surfaces de révolution. 

Cônes, — En cherchant la surface dont le plan tangent 
passe par un point fixe, on est conduit à écrire l'équation 

(i) p{x — a)-^ q{y — b) r^- z — c\ 

Pj q désignant ici et jusqu'à la fin de ce paragraphe les 
dérivées -r-> ^p- de la coordonnée z d'un point de la surface, 

ox oy ^ ' 

par rapport aux deux autres; a, 6, c sont les coordonnées du 
point fixe. 

Cette équation (i) est, par rapport à la fonction inconnue -s, 
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linéaire et aux dérivées partielles; on l'intégrera en posant 

dx _ dy _ dz 
X — a y — h z — c 

dont les intégrales sont, en appelant a et p des constantes, 

X — a=(x.{z — c), y — ô = p(z — c). 

L'intégrale de (i) s'obtiendra en éliminant a et p entre ces 
deux équations et 

*(«, P) = o, 

ce qui donnera 

* , ^ ) =0, 

\^ — c z — c I 

4> étant arbitraire. Cette équation est celle d'un cône quel- 
conque. 

Cylindres, — En exprimant que le plan tangent d'une 
surface reste parallèle à une droite de direction a, 6, i, on a 

(i) pa-\- qh = \\ 

l'intégration de cette équation dépend de celle des équations 

dx _ dy _ dz 
a ~ b 1 

dont X — az^^ const., y — bz = const. sont les intégrales 
générales. L'intégrale de l'équation (i) sera donc 

^{x — az, y — bz)=^ o. 

Cette équation est celle d'un cylindre quelconque ayant ses 
génératrices parallèles à la direction a, è, i. 

Conoïdes. — px -\- qy = o est l'équation d'une surface 
dont la projection sur le plan des xy du rayon vecteur est 
perpendiculaire à la trace du plan tangent; l'intégration de 
cette équation dépend de celles des équations 

dx _ dy dz 

X y o 



1 



i6 
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qui ont pour intégrales — = const., z = const. \ donc l'équa- 
tion ordinaire de la surface en question est z = 4>(— j> 



O étant une fonction arbitraire. 



Surface de révolution, — Exprimons que la normale à 
une surface rencontre la droite 



X — 370 Y— 7o 1 — Zo 



a 



= p. 



La normale a pour équations 

X — ^_Y — y_Z — z _ , ^ 

p " ~T~ ~ -I "^ ' 

la condition cherchée s'obtiendra en éliminant p et p' entre 
les équations 

iPo-Hap = ^-H/>p', 
^o-f-èp=7-h5rp', 
>3o -H c p = <s — p' ; 



ce qui donne 



x^ — X a p 

y^—y b q 

Zq — Z C I 



= 



OU 



(I) 



p[c{y—yo)—à(z — Zo)]-+-q[a(z — Zo) — c(x — Xo)] 
= b(x — xo) — a{y —yo). 



Pour intégrer cette équation, on écrira les équations ordi- 
naires 

dx 



c{y—yQ) — b{z — ZQ) 

dy 



dz 



a(z—Zo) — ax — xo) b{x — ^o)—'(^(y—yo) 
(x — Xo)dx-h(y —yo)dy -^(z —zo)dz 

o 
adx -\- b dy -\- c dz 



o 
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qui s'intègrent immédiatement et donnent 

{x ~ XoY -h (y — yo)^ -h (z ~- ZqY = const., 
ax -\-by -\- cz =. const.; 

on en conclut que l'intégrale générale de l'équation (i) est 

^[{x — Xq)^ -\- (y — yçiY -\- {z — 2o)2, ax -\- by -^ cz] = o^ 

4> désignant une fonction arbitraire. On reconnaît l'équation 
générale des surfaces de révolution, ce que l'on vérifie d'ail- 
leurs bien facilement, en observant que les plans parallèles 
à ax -|- by + c^ = o coupent la surface suivant des cercles 
situés dans des plans ax + by -^ cz = h et sur des sphères 

(x — Xoy-h(y — yo)^-h(^ — Zoy--^{h). 

YII. — Remarque an sujet des équations que l'on vient d'intégrer. 

On a vu que la solution d'une équation linéaire aux déri- 
vées partielles homogènes était de la forme y((p^ , . . . , <p«_i) ; 
cpj, <p2, . . . étant des solutions particulières de cette équa- 
tion; il est facile de prouver que, réciproquement, toute fonc- 
tion de ^1 , ^2î • • • î ^/i> susceptible d'être ramenée à la forme 
y(?iî ?2i •••> ?«-0î satisfait à une équation linéaire aux 
dérivées partielles. 

En effet, soit 

on aura 

du _ df à^ àf_ à^'i df à^n-x 
dx\ dcpi dx^ d^2 àxi ' à'^,i—\ àxi 
, 

du _ ^/ ^ df ^ â^ ^?f'-i , 

âxn ~~ d^i dxn d^% âx,, ' ' ' àOfi-i <^Xn ' 

d'où l'on conclura par l'élimination des dérivées ~- > • • > -r^ — > 

à(u, cp,, cp2, cp,,_i) 

(i) -77 r ~ ^' 

O {^ X\ j X2 1 X3 j • » ' y Xfi ) 

équation linéaire et homogène en u et qui exprime que u est 
L — Traité d' Anodyse, VI. 2 
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une fonction de cp^, cpj, . . . , ^n-i ; on peut déjà soupçonner, 
d'après cela, l'existence d'un facteur capable de ramener à la 
forme (i) toute équation aux dérivées partielles linéaire et 
homogène. 

La solution d'une équation linéaire quelconque est donnée 
par une équation de la forme 



W 



F(fi, <p2, •• -, ?«) = o, 



où <fi, cp2, . . . sont des fonctions données de la fonction u 
et de ses variables Xi, X2j . . ., ^„. Réciproquement, toute 
équation telle que (2) conduit par l'élimination de F à une 
équation linéaire aux dérivées partielles. En effet, différen- 
tions (2), nous aurons 



dF / àoy 



du 



Pi 






dF^ /^ à^ 



du 



Pi 



)= 



dF / à(Ot d(Di 
â^i \àxa au 



Pn 



dF [à^^n à(fn 



0(0 n \dXn du 



•/ij = o, 



P\9 P2y ■ ' • jPn désignant les dérivées partielles de u par rap- 

c- V XV ' ^^ ^F àF dF 
port kûCt,X2y . . -yXn- 01 1 on élimine ;r—, -7—, . . .,3 > 3 — , 

entre les équations précédentes, on trouve 



dxi 



du 



Pi 



dxi du 



Pi 



^cp ^cpi 



dXn 



du 



Pn 



Pn 



dx,i du 



= o. 



Cette équation est en apparence de degré /i; mais, en combi- 
nant convenablement les colonnes par voie d'addition, la 
lettre/? n'entrera plus que dans une seule colonne, ce qui 
ramènera l'équation finale au premier degré. 
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VIII. — Snr une manière de déterminer les fonctions arbitraires. 

Théorème fondamental. — Considérons les équations 
différentielles 

dx dx\ dx^ dxn 



(0 



X Xi X2 X/j 



Supposons qu'on les ait intégrées de telle sorte que, pour 
^ = a, les variables oc^^ x^, » > •-, Xn se réduisent respective- 
ment d «4 , «2) '• » y an. Si l'on pose alors 

et si entre ces équations et les intégrales de (i) on élimine 
«1, aa, . . . , û/î, on obtiendra i équations d'où l'on pourra 
tirer x^, X2, . . > , xi en fonction de Xi^^ , . . , ^ Xn et de x. 
Quand on fera x=^ a dans ces relations, on troui^era 

X\ = J\ (a7/^_i, 57/4-2, • • • > ^rt)> 

/q\ ; *^2 ^^ J2\.^i+li ^i-f-2» • • •» ^n)i 

J • » 

X£ = Ji^Xi+i, ^/-»-2) • • •) ^n)' 

En effet, les équations intégrales de (1), résolues par rapport 
kaij a2y ...,««, peuvent se représenter ainsi 

Si l'on y fait ;r = a, on doit avoir 

Ces équations ont lieu quels que soient a^y ^2, . . . , «/i, qui 
sont par hypothèse des constantes arbitraires; donc elles 
auront encore lieu quand on y remplacera «i. «2, . . ., «« 
par ^1, ^2> . . . , ^« ; on aura donc 

(5) a?i =<];,(«, a?„ 272, ..., a?rt, a), 372 = ^^2, ..., a:„ = 4/„. 
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Maînlenanl, si Ton élimine ts^, ir^. . . -. a^ entre î) et les 
inlé:;nle> 4 de i'. on aura 

^ a^ X.. Xj, . — jr^. x^ =/t L ^-— t *■- ""^î.- 'i* -•'«• •'' - '^--^» 1» 

4î <i. Xt. x« .x«. X =/^;^i*._.^ a> X.. x«« X». x*. •Li-„>4, — ], 



5, 51 r :^n fait x = a« on a, en Tertn de . 5», 

ce qu'il (alLiîc proaver. 

Le ttêi?rème prêché dent, du a Canchx. est fir>^pIenllnent 
apclî-:fïé «iucLS la tiworîe des équations auiL dérivées par- 
tie Lies, et no a s alLons en taire une application à la redirrcke 
d'une f «3 action satisfaisant à rét^atioii 

<^x TOT rjr 

5 Ai— — X5 ... — X« — =X, 

et se néduisant poor jt» = «i^ i une fonction x donnée par la 
formale 



Poor intégrer réqoition ô , on intègre d*afcord!esvstèBae(i'^, 
pois on obserre q:ie !:oate relation entre Les constantes d'inté- 
gration est une intêrirtile de r5 , qtcand on v snppose les con- 
stantes rerar lacées par le ors imleiirs déduîîies des intégrales 
de t - n en résol-e que, si l on po«je 

réLinniaîi : a ies a f :arnîrA une inHeçrale le O mt, «k ^«rto 
de notre tiiecr^nie roadomentil, se cedaùra i 

F X. X; . X*. X.»- i r vj^ 

ponr X, ^ 'JC/t- 

pccTtt tz, b^ c et fLissaitt par a/te cvarde r ^ ^ :5, jr^» siiw^e 

iItZItS Le p iJTt s ^=^ ^^. 
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L'équation différentielle des cônes, ayant pour sommet 
a, è, c, est 

, . , -. dz dz 

Pour intégrer cette équation, on forme le système 

dx _ dy _ dz 
X — a y — b~ z — c 

dont les intégrales sont 

. z — c 

X — a •=■ KXti — a) > 

' z^ — c 

yo et Xq désignant les valeurs de^ et z pour z = Zq. Si l'on 
pose 

l'élimination de Xq et^o entre cette équation et les deux pré- 
cédentes donnera la solution 

-^ ^ z — c 'L ^ z — c j 



IX. — Snr les maltiplicatenrs des équations anz dérivées partielles. 
Théorème I. — Soit 

une expression dans laquelle X|, X2, . . ., X;i sont des 
fonctions de x^^ oc 2, . . . ,, Xn] il existe au moins un facteur 
(X, tel que \kK prenne la forme 

p, X\ — — 

0{^Xlj X%y . . . } Xfi) 

d'un déterminant fonctionnel, quelque soit f 
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En eflFet, soient /<, /a, . . . , /),_, des solutions distinctes 
de l'équation R = o, on aura 



At — r- h Aj — H -+- A,j — T = O, 

o:ci dJTi dx„ 

de là on tire 

1 . -JT r- — Aj . — — — > 

et, en appelant [jl~* la valeur de ces rapports égaux, 



X_i ^(y I» .7 2» ••'•>Jn—l) 

d{afi, X3, .. ., Xn-i) 

Y _ ..-1 ^^f^'» f -> fn-\ ) 

Aj — H" ~3 ' 



l'expression de R devient alors 






d'où l'on conclut qu'il existe un facteur jx capable de trans- 
former [xR en un déterminant fonctionnel. 

Théorème II. — // existe une infinité de facteurs [jl. 
En effet, si 

D ^(f- fu fil ---i/n-l) 

LLtV = T-, 

^ d{Xiy Xi, ..., Xn) 

et si F(/, ,/2) • • • y/n-i) désigne une fonction arbitraire de 
/m /21 • • • > fn-i 7 |J»-F sera encore un facteur. Pour s'en con- 
vaincre, il suffit d'observer que F peut se mettre sous la 
forme 

_ à{(Du ?2> '"j ?/t-l) ^ 
^{/iy /s» • • -1 fn—\) 

car on peut se donner ^2» ^3? - - • -, ?«-i et l'équation précé- 



ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 23 

dente aux dérivées partielles donne <pi ; on peut encore écrire 

^(/i f\i fil • • • > fn-\ ) 

on a donc 

r.[JL.K= -r-: • 

OyXi^ X^y X^j • • • > ^« ) 

Lemme. — Si l'expression 

R = Xi h X2 -j h. . .-4- Xrt -T 

OXi OX<i OXfi 

est un déterminant fonctionnel, on a 

-h -^ — - =0 



(^571 (^;r2 dXa 

En effet, on a alors 

" ~ df ' 
et, en supposant 

p _ à(fyfl,f2 y . . . , //t-1 ) 

0[^Xif X2j X^j • • • j ^n) 

on a 



,- ~ àxi ^df_~ Zd ^df_ ^dfk^ dxidx. 



dx^ 

dxi '^'* " dxi " C>:27/ 

et, par suite, 



aXi (?X2 dlLn \i / <^2R (^2K \ (^y^ 



2 



Or le coefficient de , , représente un mineur du second 

oxi àxi ^ 

ordre de R, diminué de lui-même (t. I, p. i65); donc 

()Xl C)X2 <^X;^ ... 

H -h . . . -f- =0 (M. 

àx\^ dx2 ' * ' àXfi 



(*) La quantité -r— ^ ■+- -r-^ +. . .4- -r— 2 est ce que l'on peut appeler un 
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Théorème III. — Tous les multiplicateurs [x, tels que 



\ * dxi 



X. 



EL 

dx9 



x«,^J = kR 



soit un déterminant fonctionnel exact, sont les solutions 
de Inéquation 



(I) 






à(iLXn) 

àXn 



= o. 



En vertu du lemme précédent, il est clair que, si [xR est 
un déterminant fonctionnel, l'équation (i) doit avoir lieu; 
reste à prouver que toute solution de cette équation est un 
multiplicateur. 

Soit X une solution de cette équation et Xv un multiplica- 



invariant de l'équation X, - — 
sidère le déterminant 



du 



X^ -7 — = o. En général, si Ton con- 



dX, 



— s 



ôX. 



dX^ 
àx^ 

• • • 

àX^ 



ÔX, 



dX^ 
ôx„ 



— s 



dX, 
dx^ 

dX^ 
àx. 



âx. 



âx. 



âx. 



— s 



= e, 



les coefficients des diverses puissances de 5 et le terme indépendant de s 
seront des invariants; en d'autres termes, si l'on effectue sur les variables 
x^, a?,, '. ',x„ une substitution linéaire et homogène et si l'on désigne parj^,, 

y, y • . M r» les nouvelles variables, par Y, ^^ h- Y, ^ -h. . .-h Y„ -~- ce 

du ^r du „ du 



que devient X, -r f- X, -5 — 



''* dx. 



art 



— 5 



dY, 
dy. 



i le coefficient de «* dans 



dY. 



àXr 



• • • • 



dY, 



dY, 



dY. 



— 5 



ày, ày, dy^ 

sera égal à celui de s' dans e : ainsi, par exemple 

dX^ dX, dY. dY 



dx. 



dX, _ dY 

* ■ ■ l" • • • " 

dx^ 



ày, dy^ 



- ■+- 

I • • • • 
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teur, on aura 

-f- . . . -f- ;: — O, 



a(XvXi) , ^(XvXs) dÇk^Xn) _ 

— I • • • ~i — r — 0« 



dXi dX2 àxn 

De ces deux équations on lire par soustraction 

ce qui prouve que v est une solution de Téquation R = o *, 
mais, XvR étant un déterminant de la forme 

, AvK= — ~y 

0\^Xlj X^J X^y , ., Xfl) 

si l'on pose R = o, on voit que toute solution de cette équa- 
tion doit être une fonction Aef^ , /a? • • • > fn-\ ] donc 

On pourra donc écrire, en appelant cp^, (p2, ... des fonctions 
A^ fhy f^^ • • • > 

V = I ^ ■ 

^(/» f\^ f^l • • • » /«-l ) 
et 

^{/ifu/iy ' "•> fn-\) à{Xi, X2, . . ., a?^) 
OU 

(^(/, cp,, ..., cp„_i) 



XR = 



o (^1 > ^2> • • • > ^«—1 ) 



donc \ est un multiplicateur, donc enfin toutes les solutions [jl 
de l'équation (i) sont des multiplicateurs, capables de rendre 
[jiR un déterminant fonctionnel exact quel que soit/*. 

En particulier, si 
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X est un multiplicateur et R est un déterminant fonc- 
tionnel quel que soit /, 

Théorème IV. — Si |x e^ v sont deux multiplicateurs de 
^expression 

Aj ... — A„ T — — n, 

dxi ox„ 

capables de la transformer en un déterminant fonctionnel y 
— sera une solution de K^o. 

V 

En effet, de 



dXi ' ÔXi dxn 



= o. 



= o, 



en multipliant la première par v, la seconde par jx, on tire 
par soustraction 

ou, divisant par v^, 

ce qui établit le théorème. 



X. — Principe da dernier mnltiplicateiir. 

Jacobi, à qui nous devons la théorie du mulliplicateur des 
équations aux dérivées partielles, a fait une application 
remarquable de cette théorie à la recherche de la dernière 
intégrale d'une équation aux dérivées partielles ou d'un 
système d'équations ordinaires, dont on connaît toutes les 
autres. 
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La théorie que nous venons d'exposer se trouve déve- 
loppée dans le Journal de Crelle, t. 27, dans les Mathe- 
matische Werke et dans les Vorlesungen ûber Dynamik de 
Jacobi; mais la théorie suivante est extraite d'une Note de 
Jacobi, qui a paru au tome X du Journal de Liouville 
{y^ série) : nous avons toutefois simplifié un peu le calcul 
de l'illustre auteur. 

Lemme. — Soient M un multiplicateur de V équation aux 
dérivées partielles 

, . ^ du ^ du ^ du 

UJu\ OU/ 2 OJlJ II 

Ut une solution de cette équation; on a vu que la connais- 
sance de V intégrale U\ permettait, en prenant u^ à la place 
de Xnpour variable, de ramener V équation (i) à la formée 

, . „ du _, du .r du 

la quantité M< = M : -7-^ est un multiplicateur de cette 
dernière équation. 

En effet, M étant un multiplicateur, on a 

■ H ^ =0 



( 



ôxx dx^ ' ' dx,i 

OU, remplaçant M par Ml ^-— > 
<^MiXi . <^MiX,A dui , M f^ à dux ^ ^"M _ ^ 

-t- r I -r r- IVlj I Aj — — -f- . . .-t- A/i -T I — O. 



dxi ' ' ' dx,i I dx,i \ dxi dx,i ' dxn dXn 

Si l'on différentie ( i ) par rapport à ^,2 , en y supposant u--^ u^^ 
on a 

d dux d dui _ dui dXi dui dX^ 

^ dxi dxn ^ dXi dXfi * dxi dXn dx^ dXn 
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l'équation précédente s'écrit alors 



\ àxi ' ' ' dXa ) àxn * \ àxi dXn ' ' ' àxn àXn / 

Maintenant changeons de variables, et, au lieu de^r^, X2^ • . • , 
x„y prenons Xi^ X2f . . . , i/^ ; nous aurons 

(^MiXi _ rfMiXi dMjXi dui 

ôxi ~" dxi dui âxi 



» 



dMjXn _ dMjXn du, 

dXfi du\ ôXfi 

dXi _ dXi âui 
dxn du\ dXn 



La formule ( 3 ) devient alors 



( 



û?MiXi dMxXn-\\ àui 

dx\ dxn—i / dXfi 



<ilVIiXi dui dMiXn àui\ du. 



du\ dx\ ' *■* ' du^ dXn) dxn 
( dux dX, dux dXi \ du, _ 

* \dxi dui ' dx2 dui ' / dxn 

j. . ^ dui ^ j, ^ ^ dMiXi G^MiXo 

OU, divisant par ^ — et développant —j > —j » • • • > 

' ^ dXn, *-^ dux dui 

d^xXx fl?MiX„_i fl?iVli/ dui ^^ ^"i\_ . 

dxi "!"••• dXfi-i dux \ * dxi • * ' '* ^^^ j ' 

le coefficient de -i— ^ est nul, puisque Uk est solution de (i); 
il reste donc 

<f Ml X| 6/MiX2 é/Mi X,,-i __ 

dx\ dx^ dXfi—i 

ce qui prouve que M^ est bien un multiplicateur de l'équa- 
tion (2), comme nous l'avions annoncé. 

Voici maintenant l'usage que l'on peut faire de ce théorème : 
supposons que l'on se donne l'équation (i) ou le système 
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équivalent d'équations ordinaires 

dxi _ dxt _ __ dxfi^ 

— ~Y — * • " — ~Y ■* 

quand on en connaîtra une intégrale, on la transformera dans 
l'équation (2) ou dans le système équivalent 

dx\ dx^ _ dxn-\ 

— "^ — • • . — Y ' 

l Aj A/|_i 

OÙ Xn doit y être remplacé par sa valeur tirée de l'intégrale 
connue W| = const. En opérant sur l'équation (2), on fera 
disparaître de cette équation une nouvelle variable, et ainsi 
de suite. Supposons qu« l'on connaisse toutes les intégrales 
de (i) moins une, on la ramènera ainsi de proche en proche à 
la forme 

équivalente à l'équation 

dx\ dx^ 

Xi Xj 

ou 

(5) Xz^^^i — Xidx2 = o. 

Si M désigne le multiplicateur de l'équation (i), les multi- 
plicateurs successifs des équations simplifiées seront 

TLi M ^ Ml M 

Mi= - — , M2 = 



dui àUi âui du2 



dXfi àXfi—i dxn àxn—i 

Wi, Ma, . . . désignant les intégrales de(i). Le multiplicateur 
de l'équation (4) sera 

M 

âUi dUi àUn-2 

dXn àXn—i d^Z 

et l'on aura 

ày-^x ^ à^X2 ^^. 
dxi âxi ' 
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u sera donc le facteur d'inlégrabililé de l'équation (5); d'où 
il résulte que : 

Si Von connaît un multiplicateur de V équation (i) et 
toutes ses intégrales moins une, cette dernière s'obtiendra 
toujours au moyen d'une simple quadrature. 



XI. — Application du principe du dernier multiplicateur. 
i^ Quand on aura 

on appliquera avec succès la méthode du dernier multiplica- 
teur, car ce dernier multiplicateur pourra être pris égal à 
l'unité. 

1^ Supposons que l'on donne une équation de la forme 

la connaissance d'une seule intégrale suffira pour en trouver 
une seconde; en effet, l'équation précédente revient aux 
suivantes 



ou 



bien 



dy' _ 
dx 


= ?» 


dx 


dx 
1 


dy 

y 


dy 

— > 



c'est-à-dire à l'équation aux dérivées partielles 

du , du du 

dx dy * dy' "" 

Soit M un multiplicateur de cette équation : on aura 

dM dMy' (JMcp _ 
dx dy dy' ~~ ' 
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et M = I y satisfait : il en résulte que, si l'on connaît une 
intégrale de l'équation proposée w=const., en tirant de 
cette intégrale la valeur de ^', l'expression 



(ydx — dy)-^- 



sera une difiFérentielle exacte, et la solution complète de 
l'expression proposée sera 

u = const. 
(y dx — dy)— = const. 

Nous ferons plus loin une application remarquable du 
principe du dernier multiplicateur. 

Remarque. — Rappelons-nous que, étant donné un sys- 
tème d'équations ordinaires du premier ordre de la forme 

Pi dxx -H P2 dx^ H- . . . -h Prt dxn = o, 

il existe des multiplicateurs qui, appliqués aux premiers 
membres, font de la somme de ces premiers membres une 
différentielle exacte. Ceci revient à dire que, si l'on con- 
sidère les équations 

dxx dx^ _ dXfi 

(i) "y — "y — • • — "y 

Al Aj A» 

OU, si l'on veut, 



dxx dxi __ dxx dxi 

Xi Xj Xi X3 



il existe des multiplicateurs X2, X3, . . . , X^, tels que 
X y dxx dXi\ ^ /dxi dx2\ 
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soit une différentielle exacte; ou enfin qu'il existe des mul- 
tiplicateurs [JL,, [JL2, . . ., [i-n satisfaisant, à la relation 



et tels que 



Xi 



f^t 



[kidxi 



- [i.« = o 



\hidXn 

x„ 



soit une différentielle exacte. En effet, [Xi = X2H-X3H-...+ X« 
et [JL2 = — Xjî ^-3 = — ^3) . . . , et il existe même n — i pareils 
systèmes de multiplicateurs ; soient donc 



\i.ndxi yiiidx 



X, 



x„ 



dfu 



(a) 



\i.n-\^\dXi \t.n-i^%dXî 

X, 



V-n-\,ndXn 

x„ 



= dfn-i ; 



/k-) yi) • ' 'i fn seront les intégrales du système (i) ou de 
l'équation aux dérivées partielles 



(3) 






Les formules (2) montrent que Ton a 



dxi 



Xy' 



si donc on appelle [x le multiplicateur du premier membre 
de (3), c'est-à-dire si l'on a 



fx^: 



dxi 



X^^ ^f)- ^^f^fu "'>fn) ^ 



on aura aussi 



K^'ê- 



x„ 



AL 



àf df 



àf 



dxi 


dx^ 


àXn 


fAu 


fAl2 


K-l/i 


Xi 


Xs 


X;, 


H-21 

X, 


^•22 
X2 


• xI 
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et, en égalant les coefficients de -^> -^^ • • • » 



[X Xj Xj . . . X/t ^ 






• • • • • 






relation remarquable entre les multiplicateurs [x et jx/y. 



XII. — Complément des théories précédentes. 



Je suppose que l'on ait 



(I) 
l'expression 



— 1 -I i -f 






= o; 



du 
àxi 



X, 



du 

dxt 



X„ 



du 

àXn 



est un déterminant fonctionnel; en d'autres termes, il existe 
des fonctions U\^ 112, ••., iin-t satisfaisant aux équations 



(/\Uif l^2f .... Ufi — \) 



d( Ui, Mj, • • 



• • > '^n ) 

• > W«-i ) 



(3) 



^(a?i, a?3, . ., x„) 



X„ 
Xj, 



àjUt, Uj, .. ., Un-\) 
d{Xif Xij . . ., Xn-\) 



— X/|. 



Il s'agit maintenant de trouver ces fonctions ou d'intégrer le 
système (3) : nous prouverons, en résolvant cette question, 
qu'en supposant l'équation (i) satisfaite, l'expression (2) 
est un déterminant fonctionnel, et cela plus directement que 
ne l'a fait Jacobi. 

Soit u/ l'une quelconque des fonctions u^f u-yy ... : multi- 
plions les équations (3) respectivement par -^> rr-^y -..et 



dxi âxi 



L. — Traité d'Analyse f VI. 
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ajoutons-les; nous aurons 

Y dui dui dui 

Aj -T h As h ... -4- A„ -r = O, 

dxy dXi dxn 

ce qui prouve que u^^ u^j ... sont des solutions de l'équa- 
tion linéaire 

... ^ du -. du V du 

Soient donc a>< , (O2, . . • , w,/., , n — i solutions indépendantes 
de cette équation; W|, lu* . . • , iin-t pourront s'exprimer en 
fonction de Wj, 0)2, . . . , w„_<, et Ton aura 

à{ Ml, Mj, . . . , Ufi-i ) à(ui, Wj, . . . , u„-\ ) d(wi^ . . . , ojfi-i) 

à{X2, X-sj , . ., Tn) d(Wi, U>2, . . ., Wrt-, ) d{Xî,...yXn) 



» 



ce qui permet d'écrire, au lieu de (3), 

d(uu Uj, .... u„-i) _ , ()(fa)i, . . ., fa)ff-i) 

(^((O,, Wj, ..., «>/*-! ) *' d{X2,,..,X„) 

(5) / Y . ()(C)I, . . ., (xin-\) 

l — - • ^~Â~{ \~ 

o \ Xi f . . • ) 3/ /i y 



Si nous faisons abstraction du premier membre de cette suite 
d'égalités, et si nous désignons par B^, B2, ... les détermi- 
nants qui dans (5) servent de dénominateurs à Xj, X2, . . . , 
nous aurons 

— i — — r Dj H T r>2 -7-. . . 

à(Xi, Xi, Xz, ,.»,Xn) 0^1 OXt 

dxi âxi *" Bi \àxi âxi ') 

Or B|, B2, . . . étant des déterminants fonctionnels^ on a 



dB, aB, 

— 1 _j 1 

dxi dxi 



4-... = o; 



i 
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alors, en vertu de (i), le dernier membre de ces égalités sera 
nul et Ton aura 



0{^lj ^îi . . . , X,i) 



= o, 



X X 

et ^> D^' • • • seront fonctions de a><, 0)2, . . . , w,i_< ; le déler- 

bi h>2 

minant -r-, — - — '' '"' — ^^ pourra donc se calculer en fonc- 

tion de W|, Wo, . . . , w^_|. On pourra satisfaire à(5)ouà(3) 
en choisissant Wo» • • • •» Ww_< arbitrairement, et l'on aura, en 
appelant H la suite des rapports (5), Téquation linéaire 

d{u\, Ui, ..., u,i—\) ij . 
o(a)j, 0)2, ...» to,j_i ) 

pour calculer Wj , on peut prendre 1/2=^2» • . • , w,i_ i = w„_ ^ , 
et alors il viendra 



du 

d(j} 



- = H, Ux= j HoTaji-i- fonct. (0)2, ..., W/i-i), 



et le problème sera résolu. Si 102, 103, ... se réduisent pour 
Xi = x^ à des fonctions données de ^2? ^sj • • • > ^/i> il en sera 
de même de leurs égaux «2? ^3, ... et i/< pour to^ = wj se 
réduira à une fonction donnée de W2, . . • , ^n-i • 



XIII. — Théorème sur les moltiplicateurs. 

Soient F une fonction de ^1, x^^ ..., ^„ e^ rfe a; X,, 
X2, . . ., X„ des fonctions de x^y ^2, . . ., Xn pouvant aussi 
renfermer le paramètre a. Si, pour une valeur parti- 
culière de oLy ou si, quelque soit a, on a 

doL\ âxi dx2 ' ' ' dxa ) âxi d% " ' âx^ âx 
M 5i[?(F)(Xi^H-X2-,-H-...+ X«— jJ=o, 
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dF 

pour une forme de la fonction ç(F), la quantité <f (F) %-> 
sera un multiplicateur de V équation 

En effet, l'équation (2) étant développée donne 

OU, en vertu de (i), 
(^F / <iF ôF \ / d^F d^F \ 

* ^ âoL \ dxi dxi ' ' ' dXfi J 

ce qui peut s'écrire 



H- pi 



4o(F)gx.] 4-^^^S^ 



H , =0. 



àXy_ ÔXn 

dF 
ce qui prouve bien que <p(F) -r- est un multiplicateur. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. [ntégrer l'équation 

, ^ du . , ,, , . au 

{ax-^by-^cz) — -\-{ax-f-by-\-cz) — 

-\-{o!'x-'rlfy'\-c''z) -T- =0j 
où a, 6, ... désignent des constantes. 

2. Intégrer Téquation suivante, où cp est une fonction quelconque 

âz dz dz , . 
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et prouver qu'elle représente toutes les surfaces réglées à plan direc- 
teur. 

3. Intégrer 

4. Les équations 



, dx , dy , djs 



dx' _ [kx dy _ [ly dz' _ [lz 

'df'^l^' 'di'^^1^' 'dt~'~l^' 

où [X est une constante et où r' = x^ -H/* -H z^, ont pour intégrales 

y z — z'y^^a, z' X — xz=^b^ x'y — y'z^c, 

x'{xx'-^yy-^- zz') — x{x'^-+-y"^-{-z'^)-\- ^ = a, 
y{xx'-^yy-^zz')—y{x'^-^y^^z'^)-ir^ = ?, 
z'ixx'-^yy' -\- zz') — z( x'^ +7'* -4- -z'* ) -h — = y ; 

mais ces équations ne sont pas di^inctes et se réduisent à cinq. On 
propose d'appliquer à l'intégration du système en question le principe 
du dernier multiplicateur. 

5. Prouver que la sphère est la seule surface dans laquelle le plan 
tangent soit normal au rayon vecteur issu d'un point fixe. 

6. Trouver l'équation générale des surfaces dans lesquelles la nor- 
male est perpendiculaire au rayon vecteur issu d'un point fixe. 

7. Soient/i,yi, ...,/;i_i,/;, des fonctions données de a?i,a72, ...,07;,; 
trouver une fonction u, telle que'l'on ait 

et montrer que la question peut être résolue au moyen d'une qua- 
drature. 

8. Trouver l'équation des surfaces, telles que la longueur de la 
normale comptée à partir du point d'incidence jusqu'au plan des xy 
soit égale à la distance de l'origine au pied de la normale sur le plan 
des xy. 
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CHAPITRE n. 

THÉORIE DES ÉQCATIOXS QUELCONQUES AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE A UNE INCONNUE. 



I. — Classificatioii des soliitioiis d'mie équation aux dériTées 

partielles da jureader ordre. 

Il sera bienlol démontré qu^nne équation aux dérivées par- 
tielles du premier ordre 



E = 



o. 



dans laquelle E désigne une fonction quelconque de la fonc- 
lion inconnue u, de ses variables jr,. x^ x^ et de ses 

dérivées />, = — />« = - — admet une solution qui, 

pour X. = j-;^. x* étant uoe constante arbitraire, se réduit à 

une fonction arbitraire des autres variables X|, x* ^«-i . 

Une pareiDe solution porte le nom d''intt^£rriile générale. 

Toute solution qui se déduit de rintéOTde générale, en par- 
ticularisant la forme de la fonction arbitraire dont dépend 
cette intégrale, porte le nom d'intt'^rule particulière. 

Toute solution qui nVst pas rintêgrale générale ou une 
intégrale particulière est une inièj^raie singulière. 

Toute solution renfermant n constantes arbitraires, c'est- 
à-dire un nombre de constantes arbitraires é^al au nombre 
de variables dont la fonction inconnue u dépend, a reçu de 
Lagrange le nom d^intê fraie compt^ie. 

Par extension, on a donné le nom d^intê<rrate srénérate, 
d^init' fraie pariicuiière. d7/i/c^'ni,V sinfuiière^ d*inié- 
fraie compiète. à une équation entre la fonction inconnue 
et ses variables, d^où Ton peut tirer par de simples opérations 
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algébriques, c'est-à-dire sans effectuer d'intégrations, une 
intégrale générale, particulière, singulière ou complète. 
Ainsi, par exemple, si l'équation 

F(w, a?i, 370, .... x,ij a^j a^, . . ., a«) = o, 

dans laquelle a<, «2) • • - sont des constantes arbitraires, défi- 
nit une valeur de u satisfaisant à E = o, quels que soient x^, 
X2-, . . ., ^/î et at, «2, . . . , a/2, on dira que cette équation 
F = o est une intégrale complète de l'équation E = o. 

Disons enfin que k constantes arbitraires ne doivent être 
considérées comme distinctes, que si, pour Xi = xl, ... 
Xn = :x^l, elles permettent de choisir arbitrairement u et 
k — I dérivées de cette fonction. 

II. ~ Des intégrales complètes. 

Considérons une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre 

E = o. 

Entre la fonction inconnue w, les n variables ^^, ^27 • • •> 
x,i dont elle dépend, et ses dérivées/?^ = -^ — > . • . , yp,, = - — . 

0X\ OX f^ 

Une intégrale complète de cette équation, étant une intégrale 
contenant n constantes arbitraires, se présentera générale- 
ment sous la forme 

(l) F(m, 071, 072, • • •» ^ny «Ij Ût2> • • -J <^n) = 0, 

«4, «2) ^ ' ' •, cin désignant des constantes arbitraires. Dans ce 
qui va suivre nous ferons d'abord abstraction du cas où les 
dérivées de F, ou celles de u relatives k x^i . . . , ^« seraient 
infinies ou indéterminées. 

Théorème I. — Si entre V intégrale complète (i) et ses 
dérivées totales 

l àY\ àV d^ /dF\ / àF \ 

\d^J=ô^,-^^'dii=''^ V^ï^j^^' •••' V^/=^' 



! 
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on élimine a^, a^'^ ^ , ., an, on trouve Inéquation proposée 
E = o. 

En effet, dire que (i) est une intégrale complète de E = o, 
c'est dire que, si Ton en lire u et ses dérivées /?i, /?2) - - -i Pn 
pour les porter dans E = o, cette équation se trouve satis- 
faite identiquement; en d'autres termes, si Ton tire u, ^i, 

/>2» "'^ Pn de 

, 4 , ,^ dF ôF ÔF âF 

pour les porter dans E = o, cette équation est satisfaite iden- 
tiquement, c'est-à-dire quels que soient Xt, x^y . . . , ^/i et 
a^ , «2? • • • j ^/i« Or E = o ne contient pas les a ; donc E = o 
a lieu en même temps que (A); c'est une conséquence néces- 
saire des équations (A), ne contenant plus a^ ^29 • - • t <^n\ 
c'est donc la résultante provenant de l'élimination de a<, 
«2» • • • entre les équations (A). c. q. f. d. 

Mais E = o ne sera la résultante des équations (A) qu'au- 
tant que les constantes a seront distinctes, c'est-à-dire telles 
que ces équations aient effectivement une résultante unique; 
s'il n'en était pas ainsi, on ne considérerait pas F == o comme 
une intégrale complète. 

Théorème II. — Quand on connaît une intégrale com- 
plète d'une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre, on peut toujours en déduire, par la méthode de 
la variation des constantes, la solution la plus générale. 

En effet, en choisissant convenablement ai , a27 . • • , ^az» on 
pourra toujours faire en sorte que l'équation (i) fournisse 
pour u une fonction donnée à l'avance/ de ^i, :r2, . . . , Xn] 
il suffira pour cela de poser 

et de se donner à volonté «<, a2, . . . , a„_i : l'équation précé- 
dente fera alors connaître a„. 

Proposons-nous alors de satisfaire à l'équation aux dérivées 
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partielles proposée en choisissant convenablement ai,a2, . . . , 
a/2, et en les regardant non plus comme des constantes, mais 
comme des fonctions de ^^ X2, . . ., j:»; on tire de la for- 
mule (i), en la différentiant à ce point de vue, par rapport à 

dxx du dai dxi âa^ dxi • * * » 

, V ^ ()F d¥ d¥ dai ÔF da^ 



Ces équations se réduiraient aux formules 



dF dF 



(3) <' c^F d¥ 



qui donnent p^, /?2j •••> quand on suppose «i, «2? •••? 
constants si Ton avait 

/ ôF dai àF da^ dF dan 

= 0, 



= 0, 



dai dx\ da% dx^ àa^ dxi 

(4) i dF dai àF da^ dF da^ 



dai dxi ' da^ dxi da„ dx^ 



Les valeurs de u, /?i, /?2, • • •? tirées de (1) et (3), satisfe- 
raient à l'équation proposée, puisque par hypothèse, en tirant 
a,/?<,/?2, ... de ces équations pour les porter dans la pro- 
posée, celle-ci devient identique, quels que soient ai , a2, . . . , 
et cela quand ils sont fonctions de 0^4 , 0:2 y . > • , aussi bien que 
quand ils sont constants. 

Ainsi l'équation (i) constituera encore une intégrale de la 
proposée si les fonctions «<, a2, . . ., an satisfont aux for- 
mules (4). On peut résoudre ces équations de plusieurs 
manières. 

1° On peut supposer -— =0, . . . , -7-^ =0, . . . , alors 
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a,, a*. sont des conslantes el Ton relroave la solalion 

complète d*où Ton étaîl parti. 
^2** On peut supposer 

*>F ^F ''F 

(5i - =o, — =©• =o; 

ces n équations, quand elles sont compatibles, déterminent 

des systèmes de valeurs de a», a*, , a« satisfaisant à la 

question : on obtient donc une intégrale ordinairement 5i/t^i/- 

iîère en éliminant ai, a-* a. entre ( i ) et { 5k 

.,..,. « -, «?F </F àF 

Mais il n est pas t>esoin de supposer que — * — — • - - - » ^— 

soient tous nuls, pour satisfaire aux équations (4 » : on peat 
supposer 

{ b ) = o : 

le déterminant du système (4 > étant nul, ces équations (4) 
rentrent alors plus ou moins les unes dans les autres, et 
d'ailleurs la formule « 6 > montre que Ton doit supposer des 
relations entre les a. 
Supposons d*abord 



ador!> -— de\ra être remplace par ^, que nous 



désignerons, pour abréger, par 1 - — ) : les formules ( 4 ) deTÎen- 
dront alors 

•F ,f ' 

• I -r^ — - 






F 


— 0* 


•F 


'••'» . 





el Ton V satisfera en posant 



«» 



8 . "^' - . '^"^ , ^F 



'*-«i . >«♦ 



•^.■»~i 
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Les équations (7) et (8) feront alors connaître a^^a^^ . , .^an 
et, en éliminant ces paramètres entre (7), (8) et (i), on aura 
la solution dite générale renfermant la fonction arbitraire <p. 
L'élimination ne pourra ordinairement qu'être indiquée. 

On peut aussi supposer plus d'une relation entre les fonc- 
tions a et faire 

Si l'on pose alors 



d¥ , d¥ doi^i dV d^„ _ / à¥ 



âa^ dai^x da^ '" dan da^ \^«u. 



> 



on est conduit à calculer les a au mojen des formules (9) et 
des suivantes 



(S)^^°' (S=°' •••' (£-^="- 



Je dis maintenant que nous avons ainsi la solution la plus géné- 
rale. En effet, appelons m = V la solution complète déduite 
de (i), en supposant a^ , a^, . . • constants, et soit w = W la 
solution la plus générale ou, si l'on veut, une solution bien 
déterminée, mais quelconque. On peut poser W = V, à la 
condition de supposer, comme nous l'avons dit, les a variables 
et convenablement choisis^ n — i d'entre eux d'ailleurs peu- 
vent être pris arbitrairement; nous les déterminerons par 
les équations suivantes 

aW_/_^\ dVsf _( à\ \ 

ÔXi ~ \dxi/' ' àXn-i ~\àjrn-i/' 

OÙ f -T— ] est une dérivée prise en laissant les a constants. Or, 
si dans l'équation proposée on remplace u et ses dérivées 
par V, ( ^ ] 1 • ' •> ( -7 — j j on obtient une identité, d'oià l'on 
peut tirer une équation de la forme 
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Si, dans la même équalion proposée, on substitue à la place 
de u et de ses dérivées W, -r—y • • > on a aussi une identité, 

OXy 

d'où Ton tire évidemment 



ÔTa ^ \ ' dXi' '"^ àXa-\ ) ' 



mais, comme l'on suppose V = W, on voit que, les formules 
(lo) ayant lieu, il faut que Ton ait aussi 



(II) =( ) 

dXn \àXn/ 



Maintenant différentions l'égalité W = V; nous aurons 

^_/^\ d\_da^ à\_ don 

OXi \dxiJ dai dxi dun dxi 

^__/^\ ^ rfoi d\ dan 

djTj \ ôXi ) dai dx% ' àan dx^ 



Ces formules, en vertu de (lo) et (i i), se réduisent aux for- 
mules (4), dont elles ne diffèrent que par la forme, car les 
formules (4) prennent bien la forme 

dS day . ^V dan _ 

dai dxy dan dxy 

quand on suppose F = o de la forme V — a = o ; les a ne 
peuvent donc être déterminés autrement que nous ne l'avons 
fait. (La théorie précédente est de Lagrange, Œuvres, t. III 
et IV.) 

Il résulte de cette théorie que les équations linéaires n'ont 
pas de solutions singulières, et, en effet, si Ton considère 
l'équation 

dXy dXj dXn 

et si l'on appelle 
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les intégrales du système 

dx dxi dxn 

X X 1 x„ 

l'intégrale générale de (a) sera 

OU tout au moins peut-on affirmer que ce sera une des inté- 
grales de l'équation (a); il en résulte que 

(6) ûticpi-+-a2cp2-H. . .-i-a/icp;i — i = o ou F = o, 

ai, a2, .-.,«,/ désignant des constantes arbitraires, est une 
solution complète. Or les solutions singulières s'obtiennent 

en déterminant a^ , «2, . . . , au moyen des équations -. — = o, 

dY ... * 

- — =0, . . . , qui ne sauraient fournir de valeurs pour a^^ 

«2, . . . , vu qu'elles ne contiennnent pas ces variables. 

Il est facile de s'assurer aussi que les solutions complètes 
de la forme (6) appartiennent exclusivement aux équations 
linéaires, et, en effet, en éliminant â^i, a2) ... entre {b) et 
ses dérivées 

((^91 à^t \ àx ( <^9i (?92 \ 



/l'y* O'T* 

on a une relation linéaire en -r — > ^ — > ••• (Lagrange, Me- 

OXx OXi ^ 

moires de Berliriy 1 772-1 774)» 

Nous ferons observer, en terminant, que, si l'on donne une 
équation, telle que (i), 

(l) F(m, a?!, 072, . . ., Xn,\ du «2, ... ««) = O, 

en éliminant les constantes a\ , «2? ""i<^n entre cette équation 
et celles que l'on obtient en la différentiant par rapport kx^ , 
^2î-"»^/iet en y considérant w comme fonction dea^i, ,,.^Xnt 
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on obtiendra une équation différentielle du premier ordre 
E = o, dont (i) sera une solution complète, mais qui aura 
une solution plus générale que Ton pourra déduire de (i). 

III. — Remarques an sujet des théories précédentes. 

Nos conclusions sont subordonnées à l'existence d'une 
solution complète, et dans ce paragraphe nous admettrons, 
non seulement l'existence d'une solution complète, mais, ce 
qui sera bientôt prouvé, l'existence d'une solution générale 
se réduisant à une fonction arbitraire de j:«, X2', ..-, Xn-\ 
ipoxkT Xn=^ x^. Mais nos raisonnements supposent essentiel- 
lement les dérivées dont nous avons fait usage finies et bien 
déterminées; il est bon d'observer que, en supposant les p 
infinis ou mal déterminés, nos conclusions pourraient tomber 
en défaut, et des solutions singulières pourraient s'introduire à 

la suite d'hypothèses telles que — = oo, — = oo, ... ; les 

équations linéaires elles-mêmes ne sont pas exemptes de 
pareilles solutions, que l'on peut appeler intégrales singu- 
lières de seconde espèce, en réservant le nom d! intégrales 
singulières de première espèce aux intégrales régulièrement 
déduites des solutions complètes, comme il a été dit plus haut. 
Il est clair que, quand on connaît une intégrale générale, 
on peut, et cela d'une infinité de manières, en déduire une 
intégrale complète, en particularisant la forme de la fonction 
arbitraire dont elle dépend. 

Toute intégrale particulière contenant moins de con- 
stantes arbitraires qu'une intégrale complète peut se 
déduire d'une certaine intégrale complète en donnant 
des valeurs particulières à des constantes de cette inté- 
grale complète. 

En effet, toute intégrale particulière 6 se déduit de l'inté- 
grale générale ©, en particularisant la forme de cette dernière ; 
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si dans 9 on suppose Xn = ^^ V^^ exemple, cette fonction se 
réduira à 8®, en sorte que 9 est la forme particulière que 
prend quand on veut que, pour a:,, = ^2, cetle solution 
générale se réduise à 9®. Soient a, p, . . . , y des constantes 
dont le nombre ajouté au nombre des constantes contenues 
dans 9 fasse n; la fonction 0, déterminée de manière à se 

réduire à 

60-hcp, 

pour Xn=^ ^,^, ç désignant une fonction nulle, par exemple, 
pour a^ = o, ^2 = 0, . . . , sera une intégrale complète dont 9 
sera un cas particulier, celui où a = o, ^ = o, . • . . 

Nous allons maintenant essayer de reconnaître si une inté- 
grale donnée est particulière ou singulière. La méthode que 
nous allons indiquer est loin d'être rigoureuse, mais elle 
permettra d'affirmer, dans certains cas, qu'une solution 
donnée est particulière en faisant découvrir l'intégrale géné- 
rale. 

Si une solution 

u = 6(a7i, x^, . . ., Xfi) 

est particulière, on la déduira d'une intégrale complète, telle 
que 

M = 6 H- ai Wj -+- ag GT2 -+- . . . -1- «/t HT/,, 

TiJi, W2, . . . pouvant contenir les constantes arbitraires, en 
faisant aj = «2 = • • • = o> en sorte que l'on aura 



E 



I X\, Xfj . . ., x,ij -+- ainjj-f-. . ., -r \- a\ h. . ., . . . 1 = <», 



OU par la formule de Taylor, si elle est applicable, 

lE ( — ^^ ()Tgi dE \ 

\ ^\ ^ d^ dxi dpi "' dxn àpn) 

(A) \ I d^ dwi dE âwi dE \ 

-+- «2 W2 -Tx H- :s— 1 1-.. .-+- 3 — :^ — ) 

\ a6 OXi Opi ÔXn àpnJ 
H- =0. 

Le terme E est nul, puisque 9 est solution de E = o ; les 



1 
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termes du premier ordre en a<, «2, . • • sont nuls; donc 

dE àwi dE dwi àE _ , 

' dQ dxi dpi dx^ dp% ' ' 

pour que les fonctions m existent, ces équations aux déri- 
vées partielles linéaires devront être compatibles; cela aura 
généralement lieu, et il faudra en outre que les équations 
obtenues en égalant à zéro les coefficients des termes d'ordre 
supérieur en a^^ «2» • • < dans (A) aient lieu également. 

• 
IV. — Application des principes précédents. 

Il y a une foule de cas dans lesquels on peut deviner une 
intégrale complète : considérons, par exemple, l'équation 

on y satisfait évidemment en posant 

(2) u — Uq = aiXi-{-aiX2-\-, . ,-han-\Xn-i-^x„f(aij ...,a,i_i), 

U09 ci\j «2> • • -î <^n-\ désignant des constantes; c'est la solu- 
tion complète de l'équation (i). Si l'on prend la dérivée par 
rapport à Uq^ on a i = o ; il n'y a donc pas de solution singu- 
lière. Remplaçons alors Wq par ?(<^«î • • • ? (^n-\) • nous aurons 

(3) u = aiXi^ . . ,-\- an-\Xn-\-\- Xnf{ai, ..., art)H-cp(ai, ...,«„), 

et «1, «2, . . . , cin-\ se calculeront par les formules dérivées 
de celle-ci par rapport à «4, «2, . . . , a,i_i 

àf à^ 
oax oui 

(4) { df do 

' ^2 -H a^rt T^ -H -r-^ =0, 



Considérons encore l'équation 

z^px-^qy-^-fip, q), 
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analogue à l'équation de Clairaut où/? = ^> ^ = -r-« 
(i) z = aa:-hbjr-hf{a, b); 

est évidemment une intégrale complète. Cette équation repré- 
sente un plan, la solution générale s'obtiendra en éliminante 
entre (i) et sa dérivée 

âa do 

relative à a, en y considérant b comme fonction de a. La 
solution générale représentera donc une infinité de surfaces 
développables qui dépendent de la forme adoptée pour b. 
Enfin l'on obtiendra une solution singulière en difTérentiant 
(i) successivement par rapport à a et 6 et en éliminant ces 
variables entre (i) et ses dérivées, ce qui fournit une surface 
ayant pour plan tangent le plan représenté par (i). 

En résumé, (i) est l'équation du plan tangent d'une surface 
en fonction de ses coefficients directeurs, et si l'on veut, il 
en est de même de l'équation proposée. La solution singu- 
lière, la plus importante, est l'équation de la surface en ques- 
tion, et la solution la plus générale est représentée par toutes 
les développables circonscrites à la surface en question, 
puisque ces développables sont des enveloppes quelconques 
du plan tangent à cette surface. 

L'équation 

dans laquelle H désigne une constante, s'intègre assez faci- 
lement comme il suit. Posons 

ai désignant une constante arbitraire, cette équation peut 
être considérée comme aux dérivées ordinaires, et l'on peut 
supposer que l'on en ait tiré 

L. — Traité d'Analyse^ VI, 4 
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Inéquation (i) deviendra alors 

Posant encore 

«2 désignant une nouvelle constante arbitraire, on en tirera 
pour II une valeur telle que 1/2 = ^2(^2)» et la formule (2) 
donnera 

AiPz, 3:3) -H... -h /«(/?«, iF„)=H — ai — aj-, 

enfin l'on aura u^ = fn{^n)^ en désignant par Un la fonction 
qui satisfait ^fn{pnt -2^/1)= H — «< — CL2 — • • • — cin-\' Con- 
sidérons maintenant la fonction 

u= Ml -H M2 -f- . . . -f- Mrt -+- const. 

Si dans (i) on porte cette valeur de ?/, comme u^t • • • , w« ne 

contiennent pas X\y p^ se réduira à -r-^y/ip*^ ^*) se réduira 

à «1, etc., et Téquation (i) sera satisfaite. 
L'équation 

fiiPiy a™,)-f- «pi(/?i, ^i)/2(A>2, ^2) = H 

se résoudrait d'une façon analogue. 



V. •— Application géométriqne. 

Problème. — Trouver une sur/ace dont les normales 
rencontrent une courbe fixe. 

Soient «, p, Y les coordonnées d'un point de la courbe 
fixe et ^, JK, 2 les coordonnées d'un point de la surface dont 

la normale passe en a, p, y; en posant -r- =/?, -r^ = gr, on a 

a? — a -+-/?(^ — y) = o, 

r — P-^s'C^ — ï) = o, 
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a et p désignant des fonctions données de y; ces deux équa- 
tions équivalent au fond à une équation unique aux dérivées 
partielles dont on a une solution en posant 

R désignant une constante ainsi que y et, par suite, ainsi que 
a et p. Cette équation constitue une solution complète de 
la question ; en supposant R fonction de y et en éliminant y 
entre cette équation et 

(2) (^_a)a' + (^-p)p'H-(^-Y)=RR', 

on aura la solution générale du problème. L'ensemble des 
deux équations (i), (2) représente l'enveloppe d'une sphère 
dont le centre décrit une courbe donnée. En supposant 
R = const., on a une surface canal. 



VI. — Quelques équations intégrées par Euler. 

Considérons l'équation 
(i) z=pq, 

où 

_ àz __ ^^ 

^ ~ dx^ ày 

On a 

dz ■= pdx -\- q dy 

ou bien, en vertu de (i), 

dz = — dx -\- q dy ; 
on en déduit 

c([v = — — ^-dx = d(-\ zdx -\ \dq', 

-^ q q^ \qj q^ q^ 

on en tire 

d(y-'-] = — ^dx-\-^^dq= ~(—dx-hdq)r 
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doDC 

par suite, F désignant une fonction arbitraire, 
donc 

d[y - ^^=nq -x)d{q-x), 

donc 

(3) ^=F'(^-x). 

En éliminant q entre (2) et (3), on a la solution; mais ceci a 
besoin d'être vérifié, car on ne saurait affirmer que F soit 
arbitraire. Considérons les équations 

j— -=F(a — x), 

et cherchons à quelle équation différentielle satisfaite quand 
on élimine a. A cet effet, considérons a comme défini par la 
seconde équation; on aura, en différentiant la première, 

p z doL „,. ^/doL \ 

a a* dy ' dy 

remplaçant F' (a — x) par—» on a 

P ^ 

— -= r OU z = a/?, 

q 

I — — = o ou a = <7 ; 

a ^ 

on en conclut par l'élimination de a 

z = pq. 



i 
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Considérons encore l'équation xy =^ pq ^ si l'on pose 



X q 



- =v, 



on a 



ou 



donc 



dz = pdx ^ q dy ^ vxdx -h - dy^ 



z ^ =^{^h 

iL_^ =F'(P). 

L'élimination de s^ entre ces équations donnera l'intégrale 
cherchée. 



VII. — Forme simple à laquelle on peut toujours ramener 
une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 

Etant donnée une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre 

(1) fi^li ^Ij •••; ^ni X; pijpt, ...,/?«) = 0, 

dans laquelle x est la fonction inconnue, et /?i,/?2, • » » y Pn 
sont les dérivées relatives aux variables Xt, ^2, . . . ^ x„^ on 
peut toujours la remplacer par une autre qui ne renferme 
plus explicitement la fonction inconnue x, mais seulement 
ses dérivées. 

Première méthode, — On désignera par 

(2) «?(a:, art, 372, ...,Xn)=c 
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uoe intégrale de (i) renfermant une constante arbitraire c; on 
en déduira 

si l'on tire /?,, /?2i • • • de là pour les porter dans (i), on 
aura 

(3) /\^Tu x„ ..., x„, ^, - ^ : ^, - ^- : ^, . . .j=o; 

cette formule, par définition même du mot intégralcy doit 
être une identité, si l'on y suppose x remplacé par sa valeur 
déduite de (2). En d'autres termes, elle a lieu quel que soit c, 
et, par suite, en remplaçant c par une fonction arbitraire; 
cela revient à dire qu'elle a lieu quel que soit x, et, par suite, 
elle est actuellement identique. Or cette équation (3) est une 
équation aux dérivées partielles par rapport à cp, qui ne 
contient pas (p autrement que par ses dérivées. Quand cp sera 
connu (et nous apprendrons à le calculer) en l'égalant à une 
constante, on aura une intégrale de (i). 

Cette méthode déjà exposée à propos des équations li- 
néaires a l'inconvénient (bien faible il est vrai) de laisser 
échapper les solutions qui ne renferment pas de constante 
contrairement à notre hypothèse. [Dilucidationes {Crelle, 
t. 23).] 

Deuxième méthode. — Jacobi a présenté une autre 
méthode qui n'est pas soumise au même inconvénient. Voici 
en quoi elle consiste. [Nova methodus {Œuvres de Jacobi) 
et Vorlesungen ueber Dynamik.] 

Posons 

(4) U = tXj X = - Uj 

t désignant une nouvelle variable, nous aurons 

... dx i du du 

(5) ^, — =Pi= — ^ — > T- = ^j 
^ ^ àxi ^' t dxi dt ' 
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donc X et ses dérivées s'exprimeront en fonction des dérivées 
de la fonction a, et Téquation (i) prendra la forme 



(6) 



/ du \ du \ du\ 



11 est clair que toute solution de l'équation (i) peut être 
représentée par - et satisfera à (6); mais, comme M. Bertrand 

Ta observé, la réciproque n'aura pas lieu et toute solution de 

(6) ne satisfera pas à (i) quand on l'aura divisée par t^ ce 
dont on peut se rendre compte en observant que, pour satis- 
faire à (i), - doit être indépendant de t. Si d'ailleurs - est 

indépendant de /, il satisfera à (i). 

On a répondu à l'objection, fort juste d'ailleurs, de 
M. Bertrand. Soit 

(7) M = 6(a;i, 372, ..., a:„, a:*, ^) 

une solution de l'équation (6) : dire que m = 6 est une solu- 
tion de (6), c'est dire que l'on a identiquement 



/ ()e I à^ 

J\X^,X^, .,.,Xn, j^J - ^ 



= 0, 



c'est-à-dire quels que soient Xi, x^^ . . . , ^,1 et ^. Cette rela- 
tion, ayant lieu quel que soit t^ aura encore lieu si, à la place 
de f , on met une fonction quelconque des autres variables ou 
même une constante arbitraire ; elle aura donc lieu, en parti- 
culier, si l'on suppose t défini par l'équation 

/ON à^ du 

(8) ^^=x ou ^=*; 

ceci revient à dire que si de (7) on tire «, après y avoir rem- 
placé t par sa valeur tirée de (8), cette valeur de u satisfera 

encore à (6), ou, ce qui revient au même, en remplaçant -r- 

par x^ à 

-/ \ du i du\ 
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. , ou Hi) 

Mais - ^ est alors égal à -~ — ~ etc., et Téquation (i) est 

satisfaite; donc, en résumé, étant connue une intégrale (7) 
de (6), pour en déduire une de (i), on déterminera t par 
l'équation (8). Si l'intégrale de (6) se présente sous la forme 

F(m, Xi, x%, ..., X, t) = o, 

on éliminera t entre cette équation et 

âF dF 

après avoir remplacé u par tx. 

VIII. — Intégration d'nne équation aux dérivées partielles 

quelconque du premier ordre. 

Nous pouvons, comme nous l'avons vu au paragraphe pré- 
cédent, faire disparaître d'une équation aux dérivées par- 
tielles la fonction inconnue elle-même : cela fait, nous pou- 
vons supposer l'équation résolue par rapport à l'une des 
dérivées; ainsi une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre pourra toujours se ramener à la forme 

(1) ^ = n^i ^1» ^25 • .-j ^ni Pu P2j . '", pn), 

U désignant la fonction inconnue des variables Xy x^ , 
^2) • • • 7 ^nj et /?^ , P2, . » ' , pn SCS dérivées relatives à Xt ? 
X2y . • • î ^«; alors /sera une fonction quelconque de x, Xiy 
X2'i ... 5 ^/lî p\ , P2y - • 'j Pn lie contenant pas u. 

L'équation (i) sera intégrée si l'on peut découvrir pour 
yc?^, P2, . . . , />/2 et w des fonctions telles que l'expression 

(2) pidxi-^-p^dXi-h. . .-\- pndxn-hfdx 

soit une différentielle exacte ; l'intégrale de cette différen- 
tielle sera alors la fonction m. 

Pour résoudre le problème qui nous occupe, changeons de 
variables, et, désignant par a,, a2, -.., a,£ des fonctions 
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actuellement indéterminées de Xt^ ^2? • • •? ^/i et ^r, consi- 
dérons Xi y ^27 •••5 ^/i comme fonctions de x et de a,, 
a2, . . . , oLn- Ces quantités seront nos nouvelles variables. 
Demander que l'expression (a) soit une différentielle exacte, 
c'est demander que l'on ait à la fois 

du dxx dx^ dxn y. 

du dx\ dx^ dXfi 

pour toutes les valeurs de i comprises de i à /i; ou, plus sim- 
plement, si l'on convient de représenter par un rfles différen- 
tielles prises en faisant varier ^r seul et en laissant ai, a2, . . . , 
cLfi constants, et par un 8 les différentielles prises en laissant 
X constant et en faisant varier ai, a2, . . . , a;,, c'est demander 
que Ton ait à la fois 

(3) du= pxdx^-\- pidx^-\-.. .-k-pndXfi-\-fdx, 

(4) Zu = pilxx-\- p^hx^-\-, . .-{-pn^OCn. 

Soient w®, /?J, p\^ . . ., /?^, x\^ x\^ . . . , x^^ les valeurs de // 
P\f P2y • • •? Pny ^ij ^2; • • •» ^n pour X = x^ , CCS valcurs 
seront, bien entendu, des fonctions de ai, a2, . . > yOLn. L'équa- 
tion (3) est équivalente à 



(5) 



u = u^-h I {pidxi-\-. , .-h pndxit -h/dx), 

t/,.0 



et l'on tire de celle-ci 



$tt = owO-i- / {Zpidxi-h. . .-hZpndxn-\- Pi^dXi-^-, . .-^Pn^dXfi-^Zjdx) 
ou bien, en intégrant par parties, 

8m = Zu^-^piZxi-\-, ..-hpnZ^n—Pi^^i — . . '—Pn^^fi 

-h I \Zpidxi-h. . .-^ZpndXn — dpiBxi — ... — dpn^Xfi 
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On voit par là que les formules (2) et (3) seront satisfaites 
toutes deux, si Ton prend 

(7) ômo =pI 8a7Î -f-. . .-h/?o ÙX^ 

et si Ton annule la quantité placée sous le signe / dans la 

formule précédente (6), u se calculant d'ailleurs par la formule 

(5). Or on pourra annuler la quantité placée sous le signe / 

dans (6), en posant séparément égal à zéro le coefficient de 
-chaque différentielle 8^^, 8x2, . . ., 8/?i, 8/?2» • • •*> on aura 
ainsi le système suivant d'équations dites canoniques : 

dxx -h ~- dx = o, dpi — — — dx = o, 
opi ^ dxi 

dx9 -+- ~- dx = o, dp9 — ~- dx = o, 
àp2 ' ^^ àx^ ' 



OU encore 



<8) 



[ dxf 
1 dx 


. . . , 

à/ 
àpi 


l dxi 


àf 


1 dx ~~ 


àpi 



dpi 


àf 


dx 


dxi 


dpt 


àf 


dx 

■ • • • 


àx^ 



Adjoignons à ces équations la formule (3) qui donne du : 
supposons ces équations intégrées; les constantes d'inté- 
gration seront des /onctions de a^ , 0L2, » . . , a,2 ; nous suppo- 
serons l'intégration effectuée de telle sorte que pour x^=x^ 
on ait x^ = x%X2 = x?^, . , .,u = u^,p^ =P%P2 — p?2j • • .; 
nous poserons 

I u = Wi^X^j X^j . » .j ^/i)i 

puis entre les intégrales de (8), (3) et les formules (9), 
nous éliminerons x% x?^, ..., x^„, />î, ..., ;?«, ^o ; ^^^^ 
obtiendrons ainsi des équations qui feront connaître les 
p et la fonction u, de sorte qu'en éliminant aussi les p, 
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on aura u et cela sous une forme telle qu!elle se réduira 

àTJs(Xij X2, . * ., Xn) pour X = x^. 

En effet, en posant les formules (9) et en éliminant x% 
^2' • • • » P% pI^ . . . , m®, on sait que l'on obtient pour u, pt , 
/?2î • '-î Pn des fonctions qui pour x ^= x^ se réduisent à 
Ts(Xif X2, . . . , Xn) et à ses dérivées (p. 19). En second lieu, 
les fonctions u, pt, . . .^ p^ ainsi déterminées satisfont au 
système (8), (3), bien entendu, puisque ce sont des intégrales 
de ce système, et comme, en vertu de (9), on a 

(7) 8uo=/>o8^î-f-...-f-/>o8^^ 

la formule (6) se réduit à 

c'est-à-dire à (4); or (9) est une conséquence de (3) déjà véri- 
fiée, donc (3) et (4) sont aussi vérifiées; en d'autres termes, 
l'équation (i) est intégrée. 

Plus généralement, intégrons le système (8), (3) de 
manière que pour x ^= x^ on ait xi = x^,pi = p^ ^ u = u^^ 
posons 

(10) o__ ^ _ _^ 

entre les équations et les intégrales de (8), (3), éliminons 
P\, /?2, ..., u\ p% p?^, ..., pI, ^?î^/-4-,î •••? ^«j r^ous 
avons encore une intégrale de {\), moins générale que la 
précédente, mais qui se réduira à rs (or/, Xi^\ > • • • , Xn) pour 

•*' — X , X I — X M ^ ■ . • , u^i I — Xi _ I • 

Si entre les intégrales de (8), (3) on élimine /?J, . . ., 
Pn ^^ PiT Pi-) ' ' ") Pnj Ict résultante fera connaître u en 
fonction de ^J, x\, . , ., ^°, u^ et de x^^ x^^ » » .yX„\ ce sera 
une solution complète de (i) renfermant les constantes 

Pour le voir, il suffit de supposer ^® = ai , • • -, Pn = ^n\ 
ojcj = 0, . . . , hx^ = o ; l'équation 

8ao = /?; 8icJ -+- . . . -^p% ^x% 
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est satisfaite et les intégrales de (8) et (3) feront alors con- 
naître «, les X el les p en fonction des p^= a; Télimination 
lie ces p^ = OL fera alors connaître u et les />, ou ii seul si 
Ton élimine aussi les p en fonction des arbitraires x^, ... et 

Malheureusement ce dernier procédé est illusoire dans des 
cas très nombreux, par exemple, toutes les fois que T équa- 
tion (i) est homogène en />, , p^j • . . , t-» parce que alors 

i î > du = pidjTi-T-. .. — /dx 



peul s'écrire 



du _ àf 



mais y étant homogène et du premier degré, il reste 

du 



djc 



= o. 



Tune des intégrales du système (8), ^9) est alors u = const., 
lélimination des p^ est alors impossible ; mais, si Ton désire 
une intégrale complète, on peul la trouver en donnant une 
forme particulière avec n constantes arbitraires à la fonction m 
et en appliquant la première méthode. 

J'ai dit que cette dernière méthode tombera souvent en 
défaut^ et en effet on obtient une équation homogène, quand, 
parlant d'une équation qui contient la fonction inconnue 
elle-même, on cherche à la faire disparaître en la remplaçant 
par une autre fonction 3 telle que s = const., soit une inté- 
grale de Téq nation proposée. 

3kous allons maintenant faire une application de nos mé- 
thodes. 

OL. — i^plieaftîttt. 
Intégrer réquaiion 



pq. 



OU 

àz àz 
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Il faudra poser 

dx _dy __ dp _ dq ^ _. 
q P ~' o o ~~ ' 

on en déduira 

1 y=y^^p^{t — t^). 



Si l'on pose 



on aura u^ en éliminant/)® et q^ p, y, x^ et y® entre 

u = 3p^q^{t— to)-i-m{xo,yo), 



et les formules (i). 



dm „ dm 

^ dx^ ^ dy^ 



X. — Premier perfectionnement apporté à la méthode précédente. 
On peut intégrer l'équation 

(l) F(a7i,a72, ».',Xn; PiiPt, ...,/?rt) = 0, 

dans laquelle F est fonction des variables ^4, X2^ . . .y jc„ el 
des dérivées de la fonction inconnue u de ces variables 

du du du 

lorsque u n'y entre pas. sans avoir besoin de la résoudre 
d'abord par rapport à l'une des dérivées. 

En effet, supposons théoriquement l'équation (i) résolue 
par rapport à p,i et mise sous la forme 
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On intégrera cette équation : i*^ en posant les équations 

dpi àf dxi df 

d^n^'àXi dVn^~dpi' 

(3) ( |=--i 

du=^ ^^Pi dxi -i- fdXfi ; 

1=1 

2° en les intégrant de telle sorte que, pour ^/i==^5«» ^'^ ^^^ 
Xi = x\ , Pi = />? , w = u^ ; 3° entre les intégrales et 

(4) MO=Tïj(a;J, ...,a70_i), /^? = ^' 

on éliminera w»,x^, . .. , x,^_p/?^, . • • ,/>«-i>/>m/>2, ..-îA^/i-o 
et la résultante fera connaître w. Le théorème des fonctions 

implicites permet de tirer de (i) les dérivées ^j -r=^ ou -^j 
-^ en les portant dans (3), les formules peuvent s'écrire 
dpi dY . à? dxi dY . ^F 



> — ; — = "^^ — . -^i^ — > 



dxn àxi ' dpfi dxn. àpi ' dpn 

mais, pn étant censé tiré de (i), il faut adjoindre (i) à ces 
équations qui peuvent s'écrire 



\dx 

dxi dXfi 



1/ \àTi/ \àx„J \dpi/ 



(5) { /dF_ 

àpi 



\àpn/ ■ 



du 



dF ÔF ÔF 



Pi 3r- -^Pt XT '^' "-^Pn 



àpi ' ^^dp, ^^âpn 

Ces équations sont équivalentes à (3), mais il ne faut pas 
oublier d'y adjoindre F = o, d'où /?„ est censé tiré; enfin 

nous y avons ajouté pour la symétrie le membre ~" jf " , qui 
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fournit une équation rentrant dans les autres, en vertu de 
l'équation rfF = o, ou 

dF ^ dF ^ dF ^ dF ^ 

que Ton obtient en ajoutant les numérateurs et les dénomi- 
nateurs des rapports (5) multipliés par des facteurs évidents. 
Ainsi : Pour intégrer Inéquation (i), on formera les 
équations (5), on les intégrera de telle sorte que pour 

p^z=i p^^^ . . . , pn-\ = Pn-ij u = w®> ^^ se servant de F = o 
pour éliminer pn [et en observant que le système (5) est 
surabondant] ; après quoi on éliminera entre les inté- 
grales et 






les x^^ u^, les p^ et les p, La résultante fournira alors 
pour u une fonction qui pour Xn^^x\ se réduira à une 
fonction ts{X{^ x^-, • . . , Xn-\) des autres variables. 



XI. — Second perfectionnement de la méthode précédente. 

Considérons maintenant une équation aux dérivées par- 
tielles quelconque, pouvant contenir la fonction inconnue. 
Soit 

(l) F{XuX^, '", ^n'y ^,Pl, Pii ...,/?») = 

cette équation, dans laquelle F est une fonction donnée de 
la fonction inconnue x^ de ses variables x^, :r2, . . ., Xn, et 

d-i . • / ox ox 

es dérivees/>.= ^, ...,/;„= ^. 



1 
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Pour intégrer l'équation (i), nous poserons 

I 
u =1 tx ou a? = - w, 

du _ dx _^ _ \ du ^ 

Jt ~~^' dx'i~^^~ 7 dxi' 

cette équation deviendra 

. . _, / du i du i du \ 

Si nous parvenons alors à intégrer cette nouvelle équation, de 
telle sorte que sa solution soit de la forme tx^ x ne contenant 
pas t^ X sera l'intégrale de l'équation (i) : c'est ce que nous 
allons essayer de faire (p. 54). Al cet effet, posons, pour 

abréger, ^ = gr, ^ = ^r- l'équation (i) s'écrira 

(3) Ff^i, a;,, .. ., ar„; ^, j çr,,. . ., - qA^o, 

Posons encore 

^F_X. ^ï'-X ^^-P- 

pour intégrer (3), il faudra poser, d'après le paragraphe pré- 
cédent, 

F=o, 

(4) \ ~ XT""' •'"" X7~PiS'i + ...-hP„^« 

tdx\ tdxn dt tdu 



Pi •** P« X Pi^,-4-...+ P„^;,-4-^^X' 

et l'une de ces équations est une conséquence des autres; 
F = o seule doit être forcément conservée. Il faut intégrer 
ces équations de telle sorte que pour a:< = ^J on ait :r2 = jc" , . . . , 

^/i = ^«) « = ""; ?2 = g^î, • . . î 5^/1 = q\^ t^=^t^\ après quoi 
l'on posera 

(5) ^.9 = i^, 
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et Ton éliminera les q^ les q^, les x^ et u^. Je dis que Ton 

peut faire en sorte que u=^tx^ x étant indépendant de t. 

En effet, changeons de variable et posons pour intégrer le 

système (4) 

qi— tpi\ 

ce système deviendra 

F=o, 

— dpx _ _ — dpn — dq 



X-i-h/JiX * X«-h/?rtX Pi/?i-f-...-l- P„/)„ 

dx\ dXfi dt du 



Pi P„ ^X t{J^Yp^-\-...-\-VnPn)-^y^qt 

ou encore 

F=o, 

— dp^ _ _ — dpn _ — dq 



(6) ; Xi+Z'iX ' X;,-f-/?„X Pi/?i + ...-H P«/?« 
^ _ dt _ dxx _ _ û?a7,i 

- Tx-TT p7' 

fl?M — d{qt) = o. 

On intégrera ces équations, de telle sorte que, pouro^i = ^p 
Xi se réduise k x^, u k u^ et/?/ à p^ ; il faudra ensuite éliminer 
q^ les ^<*, les /?^, m** et les /? entre les intégrales et 

(7) u^ = m{a;l, ...,a?o), ^o ^o = ^J . 

On peut dès à présent éliminer q; il suffit de remarquer que 
de du = d(tq) on tire - = q, et le système (6) peut être 

df 

remplacé par le suivant où Ton n'a pas écrit -^> 

F = o, 

-d(-] 

— dp\ _ _ —dpn _ \ ^/ 

Xi-h/?iX X„-h/?«X Pi/?i-l-. . .-+- VnPn 

dx\ dxn 






- p, p„ 

et les calculs conduiront à une valeur de - indépendante de t 

L. — Traite d'Analyse, VI. 5 
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quel'on peut appeler x^ si l'on remplace l'arbitraire u^ par — ; 
on ser aconduit à la règle suivante : 

Pour intégrer Véquation 

F(a:i, a^î, • • -, ^/t, ^, jt?i,/?î, ...,/?ii)=o, 

formez les équations 

¥ = 0, 

dp\ dpn, dx 



Xi-H/?iX ' X„-t-P„X PiPi -+-... -i- Prt/?« 

dx\ dXfi 

intégrez-les de telle sorte que les constantes dHntégration 
soient des valeurs particulières x\, . . , /?J, ... des varia- 
bles, puis, entre les intégrales et les équations suivantes 
où. m est une fonction arbitraire 

X^=JS{X%, ..., x%\ /??= —, 

éliminez les p, les p^^ les x^ vous aurez V intégrale géné- 
rale cherchée. Elle se réduira àxs{x2, . • • , x ri) pour X\^=^x\, 

Tel est le résultat auquel Cauchy était parvenu en 1819, 
mais par une voie un peu différente que nous indiquerons 
plus loin. 



XII. — Ëtude des équations canoniques. Théorème de Jacobi. 

Nous avons vu que l'intégration de l'équation aux dérivées 
partielles 

se ramenait à l'intégration des équations 

dxj df_ _ dpi^ df _ 

^ ^ dx àpi ~ ' dx dxi ~~ 
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Ces équations (qui sont celles du mouvement en Mécanique), 
ont reçu le nom adéquations canoniques ; elles jouissent de 
propriétés curieuses dont l'étude fera Tobjet de ce para- 
graphe et des suivants. 

Première propriété : Théorème de Jacobi. — Quand 
on connaît une intégrale complète u de l' équation aux 
dérivées partielles, (i) renfermant les n constantes arbi- 
traires a^, a2, . . . , cLn {outre celle qui doit y entrer sous 
forme additive)^ on peut en déduire les intégrales des 
équations canoniques (2), ces intégrales sont 

.^. du du du 

(3) xr=/^i' ÂZ-=Pi^ •••» 5^"^^"' 



du 
dxi 


-Pu 


du 
dx^ 


= Piy 


du 
doii 


K 


du 
d%^ 


-P2. 



pM P27 • • • î P/2 désignant de nouvelles constantes. 

Pour démontrer ce théorème, nous allons faire voir qu'en 
éliminant les constantes entre (3), (4) on retombe sur les 
équations canoniques. A cet effet, observons que, si l'on 
désigne par un d une différentielle relative à la seule variable 
a:, et par un 8 une différentielle prise en faisant seulement 
varier a^, a.>, . . . , a,,; ^i, j32, • • • , P/z, on aura 



(5) d^u = ^ du 



or on a 



(6) d^u = 2^ dpi Ixj -H ^^ Pi 8 dxj ; 



d'un autre côté. 



- du j '^ du dxi . 

du= -^ dx -\- y -r i— dx 

dx Âtddxi dx 
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OU bien, en vertu de (i) et (3), 

du=fdx +2/?, -^ dx, 

8 rfa =2 ^^ ^Xi dx -i-^ ^ Zpi dx +2 Ipi -^ dx +2/?/ 8 dxi. 
Comparant cette formule avec (5) et (6), on a 

Celte formule a Heu quels que soient les 8^,- et les S/?/, car 
8ai, Sa2, ...; SPo 8|32) ••• sont arbitraires; il en résulte 
que les coefficients de Sx, et %pi sont nuls, ce qui fournit les 
équations canoniques; donc, etc. c. q. f. d. 

Corollaire. — Considérons V équation 

oà h est une constante arbitraire : si Von en connaît une 
solution renfermant n — i arbitraires a<, a2, . . ., a„_, et 
hj les intégrales des équations 

(8) ^^Èf=o ?^_-^Z=o 

dx dpi ' dx dxi 

seront 

En effet, v étant une solution de (7), u=^^> — hx sera une 
solution de 



j.[ du du \ du 



et 



â(u — kx) â(u — hT) d(u — hx) 

— àFi — =^" • • •• — d^i — = P'' — àh — = ^» 
ou les équations (9) seront des intégrales de (8). 



J 
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Les théorèmes de Jacobi ne sont pas seulement curieux, 
ils ont rendu d'immenses services à la Science. Les équa- 
tions du mouvement en Mécanique se ramènent le plus sou- 
vent à la forme canonique, et, dans un grand nombre de cas, 
l'équation aux dérivées partielles est plus facile à intégrer 
que les équations canoniques qui lui correspondent. Pour 
faire une application du théorème de Jacobi, considérons les 
équations canoniques 

dx ^ ^y _^ Ç 

dt ~'^' di ~ x^^ 



dp __ q^ r2 dq 

dt ' x^ x^y^ 



9 



dz r 

dt x^y^ ' 




dq r^ dr 

dt x^y^' dt ^' 




r q r^ r* 

A A^ « 1 A ^ a_« 


j sont 



H /^> /pî x^y^ x^ x^y^ x^y^ 

les dérivées de la fonction 



-î(^'+5i?' + ^>'-')- 



Pour intégrer ces équations, il suffira d'avoir une intégrale 
complète de l'équation aux dérivées partielles 





x^ x^y^ 


— 2A, 


où 








du du 


du 
'= dz 



Or il est facile d'avoir cette intégrale en posant 

(duy , /duy a» û, [duy S* , 

a, p, désignant des constantes, on en retire 



.y 
a = a^ -h, 



/v/p'-^'0'-H//-g-.A^-, 
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et les intégrales des équations données seront 

du _ du __ du _ 

di~P' d^"^' Tz~''' 

du ^ , ^^ ^ Qt du _ 

d^'^''' ^~P' dh~~ 

OL^ p', T désignant de nouvelles constantes. 



XIII. — Cas où le théorème de Jacobi est en défaut. 

Conservons les notations et le numérotage des formules du 
paragraphe précédent. Il est clair que le théorème de Jacobi 
ne sera plus applicable si les équations (3) et (4) ne per- 
mettent pas de calculer les p et les x en fonction des a et des p, 
en d'autres termes, si le système (3), (4) est incompatible ou 
indéterminé; on ne pourra plus en eiTet considérer les 8^ et 
les 8/> comme arbitraires et les formules (2) ne sont plus des 
conséquences forcées de (6 bis). 

Voici un exemple du cas que nous venons de signaler : 
Je suppose que des équations canoniques (2) on puisse 
déduire des intégrales ne contenant ni les/> ni les />®, valeurs 
des p pour x = x^. Soient xj, xj, ... les valeurs de x^, 
X2, . . . , pour jr = a:® : on a vu que l'on pouvait trouver une 
solution complète de (i) en éliminant les p et les/>® entre les 
intégrales de (2) et 

U=U^-\- l {pidXi-r-.,.^PndXn-^fdx), 

Je dis que, cette solution complète étant connuf , on ne peut 
pas lui appliquer le théorème de Jacobi. En effet, différen- 
tions Téquation précédente par rapport aux constantes x^ , . . . , 
p^y — ; nous aurons, comme on Ta déjà vu. 



Zu 



== 8tt» + V/> rf^ — V/>»ox«— ry (rf/> 8x— Spdbp-h 8/cte). 
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Si l'on suppose les équations canoniques satisfaites et 8a® = o, 
on aura 

(i) 8w = V /? 8ar — V/?o 8370, 

d'où l'on déduira, comme conséquences des équations cano- 
niques, si les 8^ et les ox^ sont arbitraires, 

du _ ^" _ 

^•-^'^ ^"^'' 

et par suite, ces équations sont les intégrales des équations 
canoniques. Mais, s'il existe des relations entre les x et les 
x^j c'est-à-dire s'il existe des intégrales des équations cano- 
niques ne contenant pas les p ni les/>®, cette conclusion sera 
inexacte; on peut tourner la difficulté. Soient, par exemple, 

^l\Xij X2, • • • ) ^1 î ^2» ' • •) = Oj 



tA'V^Ij "^25 • • • ) ^i> ^2» • * • / — ^ 



k relations entre les x et les x^ faisant partie des intégrales 
des équations canoniques, et supposons qu'il n'existe pas 
d'autres relations entre les x et les x^; on aura 

{1} \ Zàdx "" ^ Zd dxo ^^ ""' 



En éliminant k des variations 8^, Zx^ entre (i) et (2), on 
pourra égaler à zéro les variations restantes; cette élimina- 
tion peut se faire par la méthode des multiplicateurs, et, en 
appelant X|, ^.2? » • ' -i^-k des indéterminées, on aura 



au X ^^* 1 ^^ 
âxi dxi âxi 


-0, 


dx^ ^' -^ ^' dx^ -^ ^' dxj ~^" 


.= 0, 

• 



l'élimination des X fournira des intégrales des équations cano- 
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niques; ces intégrales jointes à <j^i = o, t{/2= o, ... consti- 
tueront le système complet de ces intégrales. 

XIV. — Sur une application dn théorème de Jacobi. 

Le théorème de Jacobi permet, étant donnée une intégrale 
complète de Téquation 

/ \ du , 

(■> di =^' 

d'en déduire une intégrale se réduisant pour x=^x^ k une 
fonction donnée de x^^ x^, . . ., ^n» En effet, de cette inté- 
jçralc complète on déduit, comme on Ta vu, au moyen de 
simples différentiations, les intégrales des équations cano- 
niques d'où Ton déduit l'intégrale demandée de l'équa- 
hon (i), 

11 est clair que cette conclusion est exacte lors même que 
la solution complète ne donne pas explicitement u : en effet, 
si elle se présente sous la forme 

les équations (3) et {\) du paragraphe précédent qui font 
connaître les intégrales des équations canoniques seront 
nnnplacées par les suivantes 

dF àF 

t)F ^ ^F 

qui leur sont équivalentes. 

Nou$ ferons souvent usage d'une notation introduite par 
lVissv>n et qui simplifie Fétuvle des équations aux dérivées 
j>artielles. >ious poserons 

,>. V7 •>■ «. 3^ 
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OU, ce qui revient au même, 

dxi dpi âpi dcci dx^ dp^ dp^ dx^ 
L'intégration des équations canoniques 

dx àpi* dx àxi 

peut se ramener à celle de Téquation aux dérivées partielles 
suivantes, où cp désigne la fonction inconnue, 

acp _ àf à^ df ()cp df d<^ df à^ 



dx dx\ dpx àpi dxi âx^ àp^ âp^ dx^ 
c'est-à-dire, en vertu des notations (i), 

si donc a est une intégrale des équations (2), on aura 

et, si cette intégrale ne contient pas Xy on aura (/, a) = o. 
Cette formule est un cas particulier d'un théorème remar- 
quable dû à Poisson et que nous allons démontrer. 

Dans la suite nous emploierons la locution « l'inté- 
grale OL » au lieu de « V intégrale ol = const. » pour abréger 
le langage. 

Théorème de Dowkin. — Si Von pose 

(4) (P, ï) = «, (ï, a)=^, (a, P)=c, 

on aura 

(5) (a, a)-+-(p, 6)-+-(y, c) = o; 
en effet l'on a 

(a, a)-f.(p,6) + (Y,c) 

2( àoL da^ __ da^ da\ Y/^ — — -^— ^ 
\dxi dpi àpi àxi] ^\dxi dpt dpi dxi) 
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OU, en remplaçant a, 6, c par leurs valeurs (i), 

L()a7/ dpi^d\dxj dpj dpj dxj) 

c'y?/ dxij^\dxj dpj dpj àxj ) \ 



âa d^^ dy doL d^ à^^ da d^ ^ à^ 



^\dxi 



dxi dxjdpi dpj dxi dxj àpidpj dxt àpidpj dxj 

_ àa^ à^^ <^'Y doc d^'^ à^ 

àxi dpj dpidxj dpi dxtdxj dpj 

dpi dxj dpjdxi dpi dxtdpj dxj dpi dpj dxtdxj ) 

Or il est facile de s'assurer que tous les termes de cette 
expression se détruisent deux à deux. Prenons, par exemple, 

le terme ^^ — r — -r^ -r^: il entrera dans le développement de 

OpiÔpj OXi OXj ^^ 

(P, 6) et dans celui de (y, c); dans le premier développement 
le coefficient de j^ sera positif, dans le second celui de -P- 

OXî OX j 

sera négatif; nos deux termes se détruiront donc. 

c. Q. F. D. 

Théorème de Poisson. — Soient a et p deux intégrales 
des équations canoniques ou de (3), on aura (si aucune 
d'elles n'est égale à / ) 

Si l'on pose 

(7) (a, P) = o, 

on aura, par le théorème de Donkin, 

[«,(?,/)] + [?,(/,«)] + [/,(«,?)] = o 
ou, en vertu de (6) et (7), 

(«.-l)-(?.S)-<^.'')-» 
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OU 



(S-)-(p.£)-<'-)- 



ce que l'on peut écrire 



ou encore 



ou 



^(P, «) + (/, = 









ce qui montre que c est une solution de (3) (pouvant se 
réduire à une constante déterminée ou une intégrale des 
équations canoniques) : on en conclut le théorème de Poisson. 
Si la quantité a était précisément la fonction y, quoique 
fz= const. soit une intégrale des équations canoniques, on 

n'aurait pas -p = (/, c), (a,/) serait cependant nul si la fonc- 
tion a ne contenait pas x explicitement; on a, en effet, 

et 

(/, a)=o, 

si a ne contient pas x explicitement. 

Mais, avant de formuler le théorème de Poisson, observons : 
I** que la quantité c = ((x.j p) peut très bien se réduire à une 
constante proprement dite et satisfaire à l'équation (3) qui 
admet de telles solutions; pour cette raison, (a, P) ou c ne 
devra pas être considérée comme faisant connaître une inté- 
grale nouvelle. 

2"* La quantité (a, ^)=c pourra très bien n*être qu'une 
fonction de a, p ou d'intégrales déjà connues. Ainsi, pour la 
double raison que nous venons de donner, le théorème de 
Poisson n'aura pas l'importance que Jacobi paraissait lui 
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attribuer. Quoi qu'il en soit, le théorème de Poisson pourra 
être utile, fournir même des intégrales nouvelles, et n'en est 
pas moins un des plus beaux théorèmes du Calcul intégral. 
Nous l'énoncerons de la façon suivante : 

SioLet ^sont deux intégrales des équations canoniques, 
Vexpression (a, P) se réduira à une constante quand on 
cherchera à V exprimer en fonction de x seul. 

Quand les équations canoniques sont celles du mouvement, 
l'expression (a, ^) ne varie pas avec le temps. 

La démonstration qu'on vient de lire n'est pas celle de 
Poisson, et, avant que Donkin ait fait connaître son théorème, 
Cauchy avait déjà donné une démonstration très simple du 
théorème de Poisson. 



XVI. — Théorèmes de Lagrange et de Gauchy; 
nouvelle démonstration dn théorème de Poisson. 

Reprenons les équations canoniques 

^ dx dpi^ dx dXi' 

si nous appelons ai, a2, . . •, (t^n l^s constantes qui entrent 
dans les intégrales de ces équations, on pourra considérer 
les a comme fonctions des x et des/?, ou les p et les x comme 
fonctions des a. Nous poserons alors avec Lagrange 

alors on aura 

(3) [«/, at/]=o; 
nous ferons toujours avec Poisson 

{! = « 

(4) (.,,,,) = -(,,, ,,) = 2(5j-^^-^5^J. 

s* 
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et nous aurons 

(5) (a/, a,)=:o. 

Théorème de Lagrange. — Les quantités [a,-, ay] sont 
constantes y c^ est-à-dire indépendantes de x. 

En effet, en considérant / comme fonction des a, on a 



dcci jLà \ àxk àoLi àpk doLt ) 



OU, en vertu de (i), 

àj_ __^ /dpk àxjk __ dxk àpjA . 
d%i Md \ dx à%i dx àdi j ' 

on en déduit, en différentiant par rapport à ay, 

à'^f _ ^( à'^Xk dpk à^pk dxic \ 

d^idaj ~~ ^à\daLidoLj dx âoLidoLj dx / 

2/dxk à dpk àpk d dxk\ 

\ ôoLi doLj dx dcti doLj dx ) 

Permutons dans cette formule les lettres i et y, puis sous- 
trayons-en la nouvelle formule ainsi obtenue; nous aurons, 

en observant que -^ —■ = ,— ^> • • • ? 

*■ ooLi dx dx oai 

— \^ f. ^^k d dpk àpk d dxk \ 

Âd, \ doLi dx àoLj à%i dx doLj ) 

2/ àxk d dpk _ dpk d^ àxk \ 
\ doLj dx doii doLj dx doLt ) ' 

ce qui peut s'écrire 

dx ^à \ doLi doLj doLj doLi / 
OU, en vertu de (2), 
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<;'est-à-dire 






[a/, aj] — const. 



C. Q. F. D. 

Théorème de Cauchy . — On a 

(a/, ai)[ay, a,] 

( O SI fc yj. 

En effet on a, d'après les» formules suivantes, démontrées 
dans la théorie du changement de variables (p. 21 3, t. I) 

_ àp^ doLx , àp^ doiz àp^ doLn 



<6) / = 



\ doLi dx^ ' d(X2 àxy, ' '" ' ^^^ ^^^' 



àoti dp^ doL2 dp^ doLn àp^ 

àp^ doLi àp^ doL^ àp^ d%n 



doii dpy ddz c>/?v ' àocn dpy 

àp^ doL^ àp^ doLi àp^ doLa, 



on a aussi 



^"" " Zi\dxk dpk dpkdxkl' 

Multiplions la première de ces équations par -— , la seconde 
par -r-^j • • • et ajoutons : nous aurons, en vertu de (6), 

on aurait de même 

Multiplions la première de ces formules par —*, la seconde 



dxj 



par -j^; retranchons, faisons dans l'équation résultante 



à(Xj 
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u = i, 2, 3, ..., n et ajoutons les résultats; nous aurons 



(a/, ai)[ay, ai]H-(a/, cli)[(Ij, «2] 



dxi doLj dxi doLj ' * * ' dp y daj dp^ daj 

c'est-à-dire 



• • î 



(«ô ai)[ay, ai]-4-(aô a2)[ay, «2] 



I SI t =y, 

o si ï>y. 



C. Q. F. D. 



Théorème de Poisson. — Le théorème de Poisson est un 
corollaire des théorèmes de Lagrange et de Cauchy; en effet, 
si les [a/, ay] sont constants, d'après les formules de Cauchy, 
les (a/, oLj) le seront aussi. D'ailleurs, le déterminant des 
équations de Cauchy ne peut être nul; en effet, si l'on appelle 
D le déterminant des quantités [a,, ay] et A celui des quan- 
tités (a/, ay), les équations de Cauchy montrent que l'on a 
(en vertu de la règle connue pour la multiplication des 

déterminants) 

DA=:i; 

donc ni D ni A ne sont nuls identiquement. 

C'est en vue d'établir le théorème de Poisson que Cauchy 
avait démontré ses formules, et cela dès i83i, dans un 
Mémoire lithographie tiré à un très peut nombre d'exem- 
plaires. C'est dans ce Mémoire qu'il a mis, avant Hamilton, 
les équations de la Dynamique sous la forme canonique, 
improprement appelée hamiltonienne* 

XVII. — Application du principe du dernier multiplicateur. 

Le principe du dernier multiplicateur s'applique très bien 
aux équations canoniques 

dx dxi dpi 



\dpi/ \àxij 
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OU à Téquation aux dérivées partielles 

du '\^ / au â/ ^^ ^f\_^ . 
dx Âd\dpi àxi àxi dp il 

le multiplicateur M de cette équation est donné par la 
formule 



àx 



Zàdpi\ ~àxi) Zààxi\ àpij ^' 



et l'on voit immédiatement qu'en prenant M = i, on satisfait 
à cette équation : 

Donc, quand on connaît toutes les intégrales, moins 
une, d'un système d'équations canoniques, la dernière 
peut toujours s'obtenir par des quadratures, 

nouvelle propriété des équations canoniques sur laquelle 
Jacobi a attiré souvent l'attention des géomètres, et qui a été 
découverte par lui. 

Remarque. — Si la fonction /ne contient pas x^ il suffira 
de connaître toutes les intégrales qui ne contiennent pas x 
moins une, pour avoir cette intégrale; ainsi dans ce cas, il 
suffira de connaître toutes les intégrales moins deux, pour 
avoir ces deux dernières. 



XVIII. — Constantes canoniques de Jacobi. 

Nous avons fait observer que le théorème de Poisson ne 
fournissait pas toujours une intégrale nouvelle; nous allons 
faire connaître un exemple remarquable de constantes qui, 
combinées ensemble, ne fournissent pas d'intégrales nou- 
velles. 

Théorème I. — Soit u une fonction de X\, x», . . , Xn et 
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de n constantes arbitraires a^ a2, . . ., a,i : si l'on pose 

(') ^=^'' Ji; = -?'■' 

on pourra calculer les quantités t. et ^ en fonction des p 
et des X ou y vice versa, les p et les x en fonction des a et 
des p ; si Von désigne par un d les dérivées prises par rap- 
port aux variables /?, x et par un 8 celles qui sont prises 
par rapport aux variables a, ^^on aura pour le change- 
ment de variables les formules suivantes 



doLi __ Zpj d^i ^ opj 

dxj oP/ dxj oa^ 

doLi _ ^Xj d^i ^ ^x 



1 tlXi 



dpj 8p,. dpj oa ^ 



i 



on obtient ces équations en différen liant les formules (i) par 
rapport aux Xi et aux pi et par rapport aux a et aux (3 et en 
éliminant les dérivées secondes de la fonction u. Si, dans la 
première des formules (i), on suppose t = i, 2, 3, . . . , et que 
l'on différentie les formules ainsi obtenues par rapport à Xk 
avec la caractéristique rf, on trouve 

-h 3 V— -7—^ ■+- 3 T— j h. . . -^ O, 



dxidxk dxidoLi dx^ dxxdoLi^ dx/^ 
(3) { d^u d^u doLi d^u doti 



dxfâxk dx^dai dxk àx^àoL^^ dx^ 



o, 



on a, de même, en différentiant par rapport à/?/ avec la carac- 
téristique d 



è^u d(Xi fPu doL^ 



dx^doLi dpi dxiàoLi dpi 

(4) 



, . . =r O, 



d^u doLi O^u doL^ 



dxidoLx dpi dxidiXi dpi 



. . ,— I 



L. — Traité d'Analyse, VI. 
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En différentiant avec la caractéristique 5 les dernières for- 
mules (i) par rapport à a^ et ^v? OJ^ trouve 



d^u d^u ^Xx d^u ^x 



doLida^ daidxi oa^ daiàx^ ^a^ 
(5) { â^u d^u Ixx d^u ^Xi 



da 



-+-... = o, 



-f-, . . = 0, 



d^u Bxi d^u oarj d^u ùx^ 



(6) 



à%xdxx 8pv àoL^dx^ 8p^ 


àoLidxz SPv 


"7 


d^u ^Xi ^ d^u ^Xi 


d^u âxz 


• • * J 
- — I, 



OJ?i ÙXi 



Multiplions les équations (3) par ^^ — j ^^ — > •• •> et ajoutons-les 
en tenant compte de (5); on a 



oa^L ûajjt 



d^u oa~i d^u ùx 



dxidxk Sajj. dxiâxjk ^a^ 

doLidi.^ dxk d'Xi^daL^ dx/,- 



. .= o. 



ce que Ton peut encore écrire, en ajoutant et en retran- 

chant ^ — T — > 

oxkoa^ 

du _ d du 
OU bien, en vertu de (i), 

c'est l'une des formules (2). Si, au lieu de multiplier les for- 
mules (2) par ^) -^y • . «J on les multiplie par * * 



>ajji ùci^ ^ ^ Ô^v S?\ 



• 7 
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el si on les ajoute, en ayant égard à (6), on a 





dOLy^ 

dxk 


c'est-à-dire 

opj^ doLy ^ 
8pv <^^k' 





c'est encore une des formules (2). En opérant sur (4) comme 
sur (3), on trouve les deux dernières formules (2). 

Théorème II. — Si les variables p, x, cl, ^ sont liées 
entre elles par les formules (i), on aura 

(7) 



^ ^^ { l SI l =J. 



En effet, rappelons-nous que 

/„. Q N_ V/^' ^Py dccj d^j \ , 
'' ^'^~^\dx^ dp^ dp^ dxj' 

si l'on fait alors usage des formules (2), on a 

(«n "^J^-^dydx^ 8ay ^ dp^ Bo^jJ- 8a/ 

il en résulte que, si i^j\ le résultat est nul; si, au contraire, 
i=j\ le résultat est égal à un. 

Les autres formules (7) se démontrent avec la même 
facilité. 

Il résulte de là que, si l'on appliquait aux équations cano- 
niques la méthode d'intégration de Jacobi du § XII, les con- 
stantes trouvées par ce procédé feraient tomber en défaut le 
théorème de Poisson. 

On a donné aux constantes qui satisfont aux relations (7) 
le nom de constantes canoniques. 



84 CHAPITRE II. 

Si l'on considère les intégrales des équations canoniques, 

dxi df dpi df 

il est facile de démontrer que, si Ton appelle ;r" et />^ les 
valeurs de Xi et /?/ pour x = x^^ les constantes x^^ et/?? seront 
canoniques. Soit par exemple 

(8) />? = «p(ari, a?2, .. ., x, px^ p^, ...), 

si l'on fait ^ = ^o> on a 

(9) />i- = ?(^î,^?, .•.,•^^ />?,/??, ...) 

et cette formule est identique ; on a donc 

Pi= t(^i> ^2, •• M ^^ P\i Pi^ ...)• 
De (8), on tire 

et pour :r = »r® 

"50^ ~ ?/)? ( ^1 » ^ï ' • • • ) 

ou, en vertu de (9), -^. = i i 
de même 

et, par suite, 

(^?, x)) = o, (/>?, />;) = o, (xl p]) = o, {xl />?) = . . 

XIX. — Méthode de la variation des constantes. 

On a souvent besoin en Astronomie de résoudre le pro- 
blème suivant : 

Les 2.n équations canoniques 

(i) ^' = _^, ffc' = ^ 

' . dx dpi dx dxi 



\ 
\ 



dxi 


df dK 


dpi 


df ^ <)R 


dx 


àpi dpi^ 


dx 


dxi àxi 
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étant intégrées rigoureusement^ on propose dUntégrer, au 
moins approximativement, les équations 

dans lesquelles R est généralement petit par rapport à f. 

Pour résoudre ce problème, nous désignerons par aj, 
a2, . . », a,,; jSj, ^21 • • • ? P/i les intégrales des équations (i) 
et pour la commodité nous supposerons aussi ^i = a/^^ > • • • ? 
P„ = a2/,, et dans les équations (2) nous prendrons pour 
variables, à la place de X\^ x^^ . . ., Xnt P\j /?2i • • • > />«» les 
fonctions (Xi, a27 • • . , a;,? ^n P27 • • • 9 ^/i- 

Nous aurons alors 

/o\ doLi _ doLi dxi dai dx^ ()«/ û?/?i , 



dx dx^ dx dx^ dx dp^ dx ' ' ' 

de cette équation et de ses analogues on tire les -^-^ et les -~- 

et; en les portant dans (2), le changement de variables se 

trouve eflFectué; cela revient à éliminer les -5-^ et les -^ entre 

dx dx 

(2) et (3). Cette élimination peut se faire en tirant ces quan- 
tités de (2) pour les porter dans (3), ce qui donne 

dx âxi \àpi dpi) dXi \àpi dp^) 

doLi [ df dK\ doLt ( df , aR\ 

Si dans cette formule on fait R = o, -r^ est nul; car, a/ étant 

une intégrale de (1), -j^ est la dérivée d'une constante; on a 

donc 

doLi df doLi df 

O = 1 . . .H - h. . . 

dxi dpx dpi dxi 

et, par suite, Téquation précédente se simplifie et devient 

. d(/i _ ^ / <^a/ dK dai dR \ ^ 

^^ ^ ~' ^dXdp} dx} ~' dx} dp} / ' 
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or 


ÔR 

dpj 


ÔR da.x àR dd^ 
doix dpj ÔCL^ àpj 




ÔR 

àxj 


àR aai ^ dR doL^ 
dcti ôxj ' doLz àxj 



Portant ces valeurs dans (4) et faisant usage de la notation 
de Poisson, on a successivement 



doLi _ "^ / dcLi dcLx doLi doL^X dR 

dx Âd\àpj àxj àxj àpjl àaL\ 

'^ / doLi doL^ doLi doL^X dR 

jLà \ dpj ôxj dxj dpj I da^ 



OU 



doLi dR ^ s ^R . 

telles sont les formules dans lesquelles se transforment les 
équations (2)5 elles sont relativement simples, parce que les 
quantités (a/, ay) sont indépendantes de x. 

Quand a^, a2, . . ., ^^J ^2, . . . sont des constantes cano- 
niques, les formules (5) prennent la forme remarquable 

<6) ^^_^, d^^àR 

dx d^i dx doLi 

Jacobi arrive plus rapidement à ces équations, mais nous 
avons préféré suivre la marche indiquée par Cauchy qui fait 
connaître les équations (5) dont on peut faire usage quand on 
n'a pas de constantes canoniques à sa disposition. 

En résumé, pour intégrer les équations (2), on appliquera 
la méthode de Jacobi (§ XII) à l'intégration des équations (i), 
ce qui fournira un système de constantes canoniques a, p ; 
après quoi, l'on formera les équations (6), auxquelles on 
appliquera encore la même méthode, s'il le faut, dans le cas 
où la fonction R pourrait se décomposer en deux autres Ri 
€t R2, l'intégration de (6) étant simplifiée par la substitution 
de Ri à R, et ainsi de suite. 
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XX. — Théorème de M. Bertrand. 

M. Bertrand a montré que, étant donnée une intégrale 
quelconque ai des équations canoniques, il en existait tou- 
jours in — I autres a2, as, . . . , oL^n donnant les relations 

(ai,a2)=i et («1, a/)=o pour i>2. 

La démonstration de ce théorème repose sur les suivants, 
également dus à M. Bertrand : 

Théorème I. — Si les intégrales olï, olj sont telles que 
(a/, ay) soit /onction de a/ et ay, il existera une intégrale y 
fonction de oli, olj, telle que (olî, y) = i . 

En effet 
mais, Y étant fonction de a/ et ay, on aura 



( 
ou 






(«ô Y)= ^^(^'' ^j)' 



Si Ton veut que (a/, y) = i , il suffira de résoudre l'équation 



dOLj 



(a/, ay)=i, 



où (a/, ay) est donné en fonction de a,- et de ay. 

Théorème II. — Il existe toujours une intégrale p qui, 
combinée avec V intégrale donnée ai, fournit la relation 

En effet, soient a2, a3, . . . , CL^n des intégrales distinctes, on 
devra avoir 



( 
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et si l'on avait, en outre, 



(a„ <'r) = 2d[Wi Tpi-d^iWj^"' 

(«1, ''^)-2à\d^i d^i dpi dxi 



et, par suite, ^7 — ^-^ — = o, puisque toutes les 

dérivées de ai ne sauraient être nulles, les fonctions aj, 
0^2, • • • > ^2/1 ne seraient pas alors distinctes. 

Théorème III. — Etant donnée V intégrale ai, il en 
existera toujours une autre p, telle que 

En effet, soit a2 une intégrale distincte de ol^ , et soit (a, , ol^ ) 
une nouvelle intégrale que nous appellerons cl^\ soit (ai, a:,) 
une nouvelle intégrale que nous appellerons a4, etc.; a,, 
a2 . . . , a^t ne sauraient être indéfiniment de nouvelles inté- 
grales, et nous supposerons aA=Tîï(ai, a2, ..., ol^^C). Soit 
n(a, , a2, • . . , ^k-\) une fonction de ai , a2, . . . , a^_| , on a 

V 1» / ^\dxi dpi dpi àxiJ 

Lc^vP/ \c^ai dpi doLi àpi ' ' ' da^ dpi / " ' ] 
du . , âU . . 

si l'on veut que (ai. II) soit égal à un, on posera 

an . . an ^ 

_ (ai, aO -+-. . .+ ^^1^ (ai, a^-,) = i, 

ce qui revient à Téquation aux dérivées partielles 

dU àU du 

•T — «3 -t- ^ — a^ -H . . . -f- , a>t = I . 

(7a2 c;a3 oa;t— 1 
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Cette équation fera connaître II, qui est l'expression de Tin- 
tégrale cherchée. 

Théorème IV. — Etant donnée une intégrale a,, il en 
existe toujours in — i autres ol^, ol^, ..-, 0L2nf telles que 
l'on ait 

(i) (ai, aî) = ï, («1, a3) = o, (a,, a4)=o, ..., (ai, a2rt) = o. 
En effet, il en existe toujours une (x.2, telle que 

(a,, a2)=i. 

S'il n'existe pas d'intégrale j3 donnant (a^ , [3) = o, il en exis- 
tera une p donnant (a, 'P)^o; posons alors (a,, P)=P'; 

nous aurons 

(ai, a2 — p) = (ai, as) — (a,, P); 

comme (ai , ^2) = i , il faut en conclure que (a» , j3) ou p' est 
différent de un, sans quoi (ai, <x,2 — P) serait nul et il exis- 
terait une intégrale (x^ = aL2 — j3, telle que(ai, a3)^o. Posons 

abrs (a,, p)=^', (a,, p')= P", •••,(«., P*-')= P*' P" ^é- 
signant une fonction des intégrales précédentes. 

On aura, en appelant y une fonction de ai, j3, [3', . . . , 

(ai, Y) = (ai, P)^, ..., (a„pA:-i)_^ 



ou 






('^) («l'ï)=P'll+----^P*^qA-l» 



si l'on remplaçait (a,, y) par zéro, on aurait alors une équa- 
tion fournissant une valeur de y, telle que (a, , y) = o 5 il y a 
plus, je dis que l'on peut satisfaire à toutes les formules (i). 
En effet, étant donnée une intégrale telle que (a^^ P)^o, on 
arrivera encore à l'équation (2), et l'on posera 

o - B' ^ -^ 3" -^ + -f- B* — Ï-. 
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11 faut prouver que y tiré de là sera une intégrale nouvelle. 
S'il n'en était pas ainsi, y serait fondions des intégrales 
déjà trouvées et satisfaisant aux relations (2), et l'on aurait 
(a^ , y) = o, ce qui établirait une relation entre ai et ces inté- 
grales; ces dernières ne seraient donc pas distinctes. 

On voit par là que le théorème de Poisson peut fort bien, 
par la nature du problème que l'on veut traiter, ne fournir 
aucune intégrale nouvelle, quand on cherche à en faire des 
applications. 

Le théorème de M. Bertrand permettra souvent de trouver 
une intégrale des équations canoniques quand on en con- 
naîtra déjà une; c'est ce que l'on verra plus loin, dans l'expo- 
sition d'une méthode d'intégration due à Jacobi. 



XXI. — Sur une méthode propre à exprimer les conditions 
d'intégrabilité d'une expression différentielle. 

Je suppose que les quantités /?4, /?27 • ' • > Pn soient liées 
aux quantités X\^ ^25 • • •? ^n par des équations de la forme 

/(a?!, 072, . . ., J^n'y Pli Pii •• -^ Pn)= ^i 

a désignant une constante pouvant être bien déterminée ou 
arbitraire : soient 

ces équations. Cherchons à quelles conditions doivent satis- 
faire les premiers membres de ces équations, pour que 
l'expression 

{2) PidXi->rp2dXi-\-. .,-\- PndXn 

soit une différentielle exacte ('). 



(•) On comprend toute l'importance d'une pareille recherche : si la 
question était convenablement résolue, l'équation /^ = a, aux dérivées 
partielles du premier ordre serait également résolue, parce que, alors, les 
autres équations (i) feraient connaître /?,, />j,, ...,et l'expression (2) intc- 
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On sait que les conditions d'intégrabilité de l'expres- 
sion (2), mises sous forme explicite, sont de la forme 

et cette équation, ayant lieu pour toutes les valeurs différentes 

de i et j moindres que /i H- i , tient lieu de — ^ équations. 

Différentions par rapport à Xi deux des équations (i), que 
nous désignerons par/j^^: a^^/y= a^ : nous aurons 

àf^ ^ à/y. àpx ^ df^ dpi , , df dpn ^ ^ 

àxi dpi dx( dp 2 àxi * * ' àp^ àxt ' 

dxi àpx àxi dp 2 àxi ' ' ' âpn âxi 

Multiplions la première par-j^j la seconde par j-^> et retran- 
chons : nous aurons 

âXi dpi âpi dxj âxi\dpi àpt dpt dpij 

_^àp,/^^_^^df,\ . 

âxi \dp2 dpi dpi dpi) "^- • •' 



(4) 



si l'on fait successivement « = i , 2, 3, . . . , /i et si l'on ajoute 
les résultats obtenus, on a, en observant que les coefficients 

de T^ et de -^ sont égaux et de signes contraires et en ayant 

OX s OXî 

égard à la formule (3), 



^ \ dxi dpi àpi dxi / 



ou, d'après la notation de Poisson (p. 72), 
(5) (f^,f,) = o. 

grée ferait connaître la fonction u qui a pour dérivées p^, p^y ... et qui 
satisfait à/, = a; mais la question qui nous occupe touche encore à d'autres 
théories très importantes. 



1 
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D'ailleurs, si Ton pose 

^'•^ àxj àxi 

réquation obtenue en ajoutant les formules (4) pourra 
s'écrire, abstraction faite des réductions auxquelles donne 
lieu la relation (3) ou/?/y= o, 

<^. </../.>-2-(|;i-gi)-. 

et l'on voit que, réciproquement, si les (yji, /v) sont nuls, il 
faudra en conclure />/y = o ; mais cette conclusion n'est pas 
rigoureuse, et il resterait à prouver que le déterminant des 
coefficients /7/y dans (6) n'est pas nul : c'est ce que fait Jacobi 
dans ses Leçons de Dynamique (p. 255). Nous préférons cal- 
culer directement les pij en fonction des (/(a, /v)> comme il 
suit. 

Soient n et II' deux fonctions pouvant contenir, outre les 
variables a:, />, les quantités a fonctions des p et des x, sous 
forme explicite; nous aurons 

' J^\àxi àpi dxi dpi 

2\ldW d^da^ du dai \(^^' dU' dax \ 

\\dxi dui dxi da2 dxi ' / \dpi da^ dpi "/ 



du du âai \ f dW dW da^ 



dpi da^ dpi J\dxi da^ âxi 



...)] 



Dans cette formule, les d servent à désigner des dérivées par- 
tielles prises en regardant les ^, les p et les a comme des 
variables indépendantes; on peut l'écrire encore 

(U U)-\ ^^"' " ^ y du /dak dW dak dU'\ 
' ^ ^d{xi, Pi) A^dak\dxi dpi dpi dxi) 

i k, i 

I ^ dW /dak du dak dU \ 

^ M ^d dak \ àxi dpi dpi dxt / 

ki 

^idU dW du dU!\ 
^d\da^ da>f da^ da^j 
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Supposons que n et II' soient les valeurs de pr et p^ déduites 
des équations (i) : on aura 

(n,n') = (/>„p,)=|-;-g-;=/>,.,; 

or n, II' s'exprimeront simplement en fonction des x et des 
a\ donc ils ne contiendront pas les p explicitement et, par 
suite, la formule (7) deviendra 



'^ ~ Âd\da^ day da^ da^)^ ^' 



ou mieux 



dn dW 


du 


dW 


dan. day 


day 


da^ 


dpr dp s 


dps 


dpr 



„ _\>/dpr dps dps dpr\. , ,, 



telles sont les valeurs des différences pr^s exprimées à l'aide 
des quantités (f^, /y,) : on voit donc que les formules (5) 
entraînent les formules (3) et peuvent les remplacer. 

Revenons maintenant aux formules (i). Nous avons dit que 
les constantes a<, «2^ •••? <^n pouvaient être ou des con- 
stantes déterminées, nulles par exemple; ou des constantes 
arbitraires. Ces deux cas doivent être soigneusement distin- 
gués. En effet, si les constantes a ne sont pas arbitraires, les 
formules {/^y fy) = o n'auront lieu que si les formules (1) 
servent à déterminer les />, tandis que si les quantités a sont 
arbitraires, les formules (/ja, /v)= o auront lieu quels que 
soient les a, et par suite quand on remplacera ces a par des 
fonctions arbitraires des x : c'est-à-dire que ces formules 
(/|JL, fy,) = o seront des identités. 

Remarque. — Les équations (/jj,, f^) = o ne sont pas abso- 
lument nécessaires pour que l'expression (i) soit une diffé- 
rentielle exacte, bien qu'elles soient satisfaites quand cette 
expression est une différentielle exacte ; je m'explique : 

Supposons, par exemple, les a arbitraires; si l'on pose, en 
général, 

(/lA» /v) = /(AV» 
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le théorème de Donkin (p. ^3) donnera 

(/{iv, yx)-4- (/vX, /{i)+ (/XpL, /v) = O. 

Supposons que Ton ait fi^ r= o, /xv = o ; on déduira de cette 
équation 

(/(xv,/x; = o. 

Considérons cette équation comme une équation aux dérivées 
partielles définissant f^^] on pourra l'intégrer de manière 
que, pour Xi = x% l'inconnue f^^y se réduise à zéro, quels que 
soient ^2» • • • > ^m > > ">Pn • alors /^^v sera nul identiquement. 
[1 résulte de là que, si/i2y /tz, ' • '^f{,n sont nuls, quels que 
soient ^1, x^, • • . ,^/i,/?i, . . .,/?„, les équations//y = o seront 
aussi identiquement satisfaites si elles le sont pour :r< ^=x\. 
En définitive, pour pouvoir affirmer que (1) est une difieren- 
tielle exacte, il suffit de savoir que 

(/i,A)y(Ayj3)y-" (fu/n) sont nuls identiquement 
(/s, /s), . . . (fiyfn) pour ari = x\ 



{fn-U fn) pour iFi = x\, X^ = xl 



• ^rt— 1 — ^«-1 



XXII. — Théorème de Liouville. 

Si Von connaît n intégrales des équations canoniques 
en nombre xn 

C) ^^'=_-^, ^ ^ EL 

dx dpi dx dxi 

et si ces intégrales oLi, 0L2, . . , , ccn satisfont aux relations 

(1) (cCi, CLj)= O, 

qui sont au nombre de — "> on pourra toujours 

JL 

achever V intégration au moyen de simples quadratures. 
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En effet, les équations (2) expriment que les valeurs des p 
déduites des intégrales connues rendent l'expression 

Px dxx -h/?2 <^2 -H ... -4- Pn dXfi 

une différentielle exacte du. Or, si Ton considère l'équation 
aux dérivées partielles 



(3) 



/ ( TZ" > . . . , ^1, ^2» • • • j — ^> 



et que, à la place de v, on y substitue la fonction 



M = / {pidXx -h. . '-hpnCfXn)y 



on aura 

APuPij ...,a7i, :r2, ...) = A, 

ce qui est une identité que l'on déduit des formules (i) en 
multipliant la première par dpi, la seconde par dxiy en les 
retranchant, en ajoutant les résultats et en intégrant. 

Ainsi les valeurs des p tirées de (2) fournissent une fonc- 
tion u renfermant n constantes arbitraires a^, a2, . . , , oLn 
outre celles que l'on peut toujours introduire par simple 
addition, et cette fonction u satisfait à (3). En vertu du théo- 
rème de Jacobi (p. 66), les intégrales des équations cano- 
niques seront donc 

âu du __ du _ 

âu 

a désignant une nouvelle constante; de plus, les constantes 
d'intégration seront canoniques. (Nous supposons que, parmi 
nos n constantes a, figure l'intégrale toujours connue /= h.) 
Le théorème de Liouville fournit donc un exemple du cas 
dans lequel l'intégration d'une équation aux dérivées par- 
tielles précédera celle d'un système canonique. Le théorème 



^ 
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de Lîouville trouve son application dans les deux problèmes 
les plus importants de 1* Astronomie, à savoir l'étude du mou- 
vement des planètes et l'étude du mouvement d'un corps 
solide qui présente un point fixe. 



XXIII. — Rédaction d'un système quelconque à la forme 

canonique. 

La forme canonique peut être donnée, comme l'a fait voir 
Liouville, à un système quelconque d'équations diflFérentielles. 
Considérons, par exemple, le système 

(1 ) ax = - — = -^=— =, , .= -— - f 

Aj Aj A/, 

dans lequel X|, X2, ... désignent des fonctions de x^y 
X'2^ * * * 7 *^/7 ) *^ * r^osons 

V = a7j Xi H- ar'g Xj -h . . . 4- x'n X^, 

et définissons les variables ûo\, . . ., x,^ au moyen des équa- 
tions 

, , dx\ d\ dx\ dV dx'^ â\ 

dx âxi dx dxi dx dxn 

Les formules (i) pourront s'écrire 

dxi d\ dxj ôY dxn d\ 



(3) 



dx dx\ dx dx\ dx dx'^ 



Le système (2), (3) est alors de la forme canonique ; mais cette 
transformation du système (i) dans le système (2), (3) sera 
rarement avantageuse, à cause du grand nombre de variables 
nouvelles que l'on est obligé d'introduire dans la question. 

XXIV. — Méthode de Gauchy pour l'intégration des équations 
aux dérivées partielles du premier ordre. 

Nous allons maintenant exposer la méthode d'intégra- 
tion que Cauchy a fait connaître dès 18 19 dans le Recueil 
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de la Société philomathique. Nous désignerons la fonction 
inconnue par u, les variables dont elle dépend par x^ x^, 
X2J . . . , ^/n et nous poserons 

au du du 

Dans ce qui va suivre, nous écrirons toujours SV/ au lieu de 

i=:n 

\]V|. Ceci posé, soit 



/- 1 



(I) /=0 

l'équation à intégrer, / désignant une fonction de m, x, x,, 
Xi, . . ., x„; p, p,,p2, ...,/>„; posons 

x-^f Y._ </■ ,,_<>/ 

âx oxi ()u 

Soit Du la différentielle totale de u quand x, ^,, x^i ... 
sont variables indépendantes, T)x, Dxi , Doto, . . . des accrois- 
sements arbitraires donnés k x^ Xi, x^^ .... Intégrer l'équa- 
tion (i), c'est, en définitive, trouver pour u^p^ p\^ p^, . . .,/?// 
des fonctions de x^ X\, x^', • . , , Xn qui satisfassent à l'équa- 
lion 

( jt ) Du = p D.r -h % />/• D j^/, 

qui résume celles-ci : 

.... du du du 

/? étant déduit de (i) en fonction de ;r, X|, . . . , u\ pi, . . . , 

p„. Si ai, ao, ..., oLfi désignent des fonctions quelconques 

L. — Traité d'Analyse, VI. 7 



1 
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de x^, X2, ...j^/i, ^, ces équations (2) ou {2bis) seront 
équivalentes à celles-ci : 

/âu\ v^ dxt 

(d^) = p -^ 2àP' 1^ ' 

au "^ ^^i / j \ 

la parenthèse indiquant que ai, a2, . . . , a^, x sont variables 
indépendantes. Si l'on désigne par un d les différentielles 
relatives à x quand a^ , ol^j . . . restent constantes et par un 5 
les différentielles totales relatives aux a, x restant constant, 
les équations précédentes pourront être remplacées par 

{ 3 ) du = p dx -\- 2uP^ ^^' ' 

<4) hu = ^^pihxi. 

Il faudra alors satisfaire à ces deux équations sans oublier 
que p doit être supposé tiré de (i) et exprimé en fonction de 
x^ x^^ x^t . . . , w ; /?i , /?2, • • • , Pn* C'est à ce dernier point 
de vue que nous allons considérer la question. 

Des formules (3) et (4) on tire, en différentiant la première 
avec la caractéristique S et la seconde avec la caractéristique 
d^ les formules suivantes 

h du = ^p dx -\-^^ Zpi dxi -h ^jP| 8 dxi^ 
dou= >^ dpi ùXi -f- ^/>/ 8 dxi. 

Soustrayant membre à membre, on a 

0= ^p dx -h^^ ^Pi dXi — ^^dpi ^Xi ; 

remplaçant dans cette formule op par sa valeur tirée de (i) 
différentiée, à savoir 

Xi ôa^i -4- Xj 8 rj 4- , . . 4- U oa -}- P 8/? -f- Pj 0/?, 4- Pj 8/?j 4- . . . = o, 
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on a 

0= — p (Xi8a?i4-. ..+ X„8a7«H- U Smh- Pi8/?i-i-. ,J)dx 

-^ 2 ^Pi ^^i "" 2 ^^^ ^^' 

ou bien 

N^(P dxi — Fidx)^pi — \] ^u dx — ^(P dpi-\- Xidx)^Xi = o 

ou enfin, en remplaçant 8w par N/)/8^/, 

(5) 'y^{Fdxi—Fidx)^pi—'y^(Fdpi-^Xidx-{-\]pidx)^Xi = o. 

Cette équation est une conséquence de (3) et (4); on peut y 
satisfaire en prenant 

{(\\ ^_dx\^_ _ dxn __ — dpi _ _ — dpn . 
^""^ p " p, P„~X,+ U/?, X„-hU/?,/ 

on satisfera à la fois à (5) et à(2) en écrivant à la suite de 
ces rapports égaux le rapport 

du 



pP -]-I.piFi 

On pourra même, pour la symétrie, écrire à la suite 

— dp 
X-hUp' 

car, en vertu de (i), on a 

(7) Fdp-^^Fidpi-hXdx-\-\Xidxi-Jr\Jdu = o, 

et de (6) on déduit que chacun des rapports qui entrent dans 
cette formule est, en vertu de (7), égal à ~ ^ ; nous écri- 
rons donc le système (6) ainsi, en nous rappelant qu'il con- 
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tient un membre qui n^est pas nécessaire, 
dx dx\ dp dp\ du 



P Pi X-hU/? X,-4-L>i 

Ceci posé, Téquation (3) donne 



^P -+-2 ^'P' 



u = u^ -\- l {pdx-\-2, Pidxi \ , 

l'indice o placé en haut d'une lettre indiquant que l'on y a 
fait^ = a;^; cette équation où ii^ est arbitraire est équiva- 
lente à (3). On en tire 

ûM = 6m<> -4- / l^pdx -\-^^ opidXf -\- 2, Pi^dxi \ 

ou, en intégrant par parties, 

-\- I (^pdx-h^^^pidxi — y Ixjdpi 
Si : I® l'on choisit les p^ et u^ de telle sorte que 

(10) ^^^o=2]/??ô^^ 

s>.® si ensuite on remplace 8/? par sa valeur tirée de (i) 

— p (^P/OjD/-+-^X,aa:,-t-Uoftj, 

et dxi^ dpi par leurs valeurs tirées de (8), l'équation (<)) 
devient 






\u=^^pilxi— I — \Zu-~Spi^Xi\dx; 

d'oii l'on tire 
d 



dx ' 



u—^PiOxA = — p Uu—^pi^xA 






1 
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_ r"u^^ 
(II) ùU'^^piBxi=e ^x, ^ '/^8aO_-y^jaa7?y 

Si donc Téqualion (lo) est satisfaite, (4) le sera aussi. D'ail- 
leurs les équations (8), supposées satisfaites, contiennent 
implicitement l'équation (3). 

En résumé, pour résoudre le problème qui nous occupe, 
il suffit : 1° de satisfaire aux équations (8) (surabondantes); 
ces équations différentielles ordinaires contiendront dans 
leurs intégrales des constantes arbitraires qui sont fonctions 
des a; 2° il faudra ensuite choisir ces constantes de manière 
à satisfaire à(io), et, pour cela, si l'on prend pour constantes 
d'intégration x\^ x\^ ... ; />J, p\^ . . . , u^y il suffira de poser 



I u^ = m{x\, xl, ..., x%) 



(12) \ djs . àxn 

Les valeurs de/?/ et de u seront, ainsi que celles de xi^ connues 
en fonction des x] et de a:; éliminons les ^?, et nous aurons 
les/?/ et u en fonction des x\ enfin, en éliminant les/?, nous 
aurons u. 

Ainsi, pour intégrer V équation (i), il suffit de former 
les équations (8), de les intégrer en prenant pour con- 
stantes d'intégration les valeurs des variables pour 
X = x^j de poser les équations (12), où rs est une fonction 
arbitraire y et d^ éliminer entre (12) et les intégrales de (8) 
les constantes x], p^ et les p. 

En vertu du théorème (p. 19), la solution ainsi trouvée 
se réduit à rn^x^ , X2, . • . , Xn) pour x = x^, 

U est presque inutile, après ce qui a été dit (p. 69), de 
faire observer que l'on peut obtenir d'autres solutions moins 
générales, en faisant entrer dans la fonction arbitraire w un 
moins grand nombre de variables. 
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Enfin, on peut encore obtenir une solution complète, en 
éliminant entre les intégrales de (8) les quantités/?® et />. 



XXV. — Discussion de la méthode de Gauchy. 

M. Bertrand a observé que la méthode de Cauchy tombait 

en défaut quand pour x^=x^ on avait — — = oo, parce 

qu'alors la formule (i i) ne permet plus, pour x =■ Xoy d'en 
conclure 

mais ce cas singulier ne se présentera que pour des formes 
particulières de la fonction tct. Au reste, on évitera cette dif- 
ficulté en faisant disparaître, comme on Ta indiqué (p. 53), 
la fonction inconnue de l'équation et en appliquant à l'équa- 
tion transformée la méthode exposée § IX. M. Serre t a étudié 
ce cas particulier, dans les Notes placées à la fin de la dernière 
édition du Calcul différentiel et intégral de Lacroix et 
dans son propre Traité. (Fotr aussi Comptes rendus, t. LUI, 
et les Annales de l'Ecole Normale, t. III.) 

La méthode qui fournit l'intégrale complète et qui consiste 
à éliminer les p^ en les assimilant aux a peut tomber en 
défaut; c'est ce qui arrivera, s'il est impossible de calculer 
les Xi en fonction des p^ et de x^ et alors on ne pourra 
évidemment pas faire l'élimination de ces quantités p^ entre 
les intégrales de (8). 

Mais, si cette méthode ne permet plus de trouver une 
intégrale complète, il est clair que l'on pourra trouver une 
infinité d'autres intégrales complètes en particularisant la 
forme de la fonction tu, dont on fait usage pour trouver la 
solution générale; on pourra, par exemple, prendre 

TEf = ai^Tj -t- aja^j H-. . .-4- dn^n -^ cix. 
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XXVI. — Interprétation géométrique. 

Si on lit le Mémoire d'Ampère sur les équations aux 
dérivées partielles, on se convaincra que Cauchy, qui s'était 
inspiré de ce Mémoire, a dû découvrir sa méthode en suivant 
la marche que nous allons indiquer. Nous conserverons les 
notations et le numérotage des formules des deux paragraphes 
précédents. 

Si Ton considère u^ x, Xx^ ... comme coordonnées d'un 
point de Thyperespace ; /?, /?i, ... comme les coefficients 
directeurs d'un plan passant par ce point, toutes ces variables 
constitueront un élément de l'hyperespace. 

Intégrer l'équation (i), c'est trouver une surface S dont le 

plan tangent en u, Xy x^^ ... ait des coefficients directeurs 

'/>. ^^, /?2, . . . satisfaisant à (i). Dw, Dj?, D^^, . . . désignant 

les composantes d'un déplacement effectué sur la surface, 

l'équation (2) aura lieu. 

On peut essayer de construire la surface S au moyen de 
génératrices que nous appellerons caractéristiques : ces 
caractéristiques seront fournies par l'intersection de la sur- 
face S avec d'autres surfaces variables, le long desquelles 
nous supposerons ai, a2, . . . , a/^ constantes. Nous représen- 
terons par un S, comme plus haut, un déplacement effectué 
sur la surface S en laissant x constant; au contraire, le d 
représentera un déplacement effectué sur la caractéristique, 
X seul variant, puisque l'on se déplace sur les surfaces S, 
et a^ = const., 7.2 = const., ... ; alors les formules (3) et (4) 
auront lieu et l'on en déduira la relation (5) comme plus haut. 
Les équations (8) sont alors les équations différentielles de 
la caractéristique, ou plutôt ce sont des équations auxquelles 
doivent satisfaire les déplacements du^ dx^ dx^^ . . . pour se 
trouver sur la surface S, et les différentielles dp^ dp^^ ... 
pour être celles des coefficients d'un plan tangent en w, Xy 
Xi y .... Éliminer les constantes d'intégration et les p entre 
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les équations (12) et les intégrales des équations des caracté- 
ristiques, c'est trouver une surface S, lieu convenablement 
défini de ces caractéristiques. 

Il résulte de là que, si une intégrale contient un élément 
d'une caractéristique, elle contient cette caractéristique tout 
entière. 

Deux intégrales différentes se rencontrent suivant une 
caractéristique si elles ont en commun un élément de cette 
caractéristique, et de plus elles se touchent suivant cette 
caractéristique, ce qui justifie le nom de caractéristique. 
Enfin une intégrale complète détermine une surface dont 
l'enveloppe est l'intégrale générale. 



XXVII. — Application des théories précédentes à la résolution 

des problèmes de D3rnamiqae. 

Nous avons vu que Lagrange avait mis les équations du 
mouvement sous la forme (t. V, p. SgS) 

lorsque les qi n'étaient liés par aucune relation. Dans presque 
tous les problèmes que fournit l'étude des phénomènes natu- 
rels Qi Sg^i + Q2 8?2 -r • • • est une différentielle exacte (*) 

SU, en sorte que Q^ est de la forme -r— et ne contient pas le 
temps ^; (i) peut alors s'écrire 

d di: dT _ d\] 

dt dq'i àqi àqt 

AIT» 

Si l'on pose alors -r-7 ^izpiel si l'on observe que T est homo- 
gène et du second degré en q-^i q^^ . . . , puisqu'il l'est en x\^ 

(') Toute question de Mécanique dans laquelle le principe des forces 
vives n'a pas Jieu est une question qui ne saurait émaner de l'interpré- 
tation rigoureuse d'un fait naturel. 
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y\',z\^ . . . , et que x\,y\ ^z\^ ... sont des fonctions linéaires 
et homogènes de g\, g^^ • • • , car 

on aura 

aT =piq\ -i-piç'^-h. . .-^ PnÇn 
ou 

Faisant alors varier toutes les variables, on a 



'^ = "2^^ ''^'"2^- ^>'+2^'^vi+2^'^^' 



âT 
ou, comme Pi = y^? 



8T = "2 5^ 5^t+2^''^^' 



Cette équation montre que, si Ton prend les/?/ à la place des 
q'i pour variables et si l'on conserve les qi, on a 

,., /àT\ ÔT /àT\ , 

en écrivant momentanément dans des parenthèses les dérivées 
relatives aux nouvelles variables. La formule (2) donne alors 



(4) 



dt 



\àqi}-dqî^ 



si l'on observe que U ne contient pas les p, on pourra écrire 
•j- = \d~~-)' La seconde formule (3) et la formule (4) devien- 
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dront alors 



_p(U-T)] t/y,_ p(T-U) 1 

-[ dqi y dt [_ dpi y 



on peut supprimer les parenthèses et écrire 

dpi ^ d(U-T) ^ dqi ^ ()(U-T) 

Ces équations sont les équations canoniques du mouvement. 
D'après le théorème connu de Jacobi, pour les intégrer, il 
suffira de connaître une intégrale complète de V équation 
aux dérivées partielles 

(6) S = l.-T, 

dans laquelle on doit remplacer pi par-^—* Si alors a,, 

oLo, . , ., oLfi sont les constantes de cette intégrale complète 
et Pi, p2) • • • des constantes arbitraires, 

(?) < 

i ()u __ du du 

( 1 — — Pli 1 — — /'ïj ' ' y 1 = Pn 

\ Oqi ^ âqz àqa 

seront les intégrales des équations (5) du mouvement. 

Le plus souvent U et T ne contiennent pas t : si Ton pose 
alors, en appelant h une constante arbitraire, 



on a 

du 



u s — ht, 




ds du 
)Qi' dt 


-h; 



dqt dqt 

Inéquation (6) devient alors 

(8)' /i-hU = T. 

Soit s une intégrale de cette équation renfermant, outre 
la constante h,n — i autres constantes ai , . . . , OLn-\ \s -\- ht 
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sera une intégrale de (6), et les intégrales des équations 
(5) du mouvement seront 

as _ Q ^* __ Q ^* __ 

as _ as 

^1 , ^2? • . • , "^ désignant des constantes arbitraires. 



XXVIII. — Une application des méthodes précédentes. 

Les équations canoniques du mouvement en coordonnées 

polaires sont 

dt\ _d^ 

dt "" dr ' 

^'^ \-dt=T^' 

d^^ _ dn 

dt '^ d^' 
\\ = -- (r\ -4- -^ 0? -^ ^-^n i^î) + K ; 
r est le rayon vecteur, 8 la latitude et '} la longitude : alors 

'^ \dt/ "^ r2 \^ dt) "^ r2 cos^O \dt ) ' 

et T désigne la force vive, R est la fonction des forces. Nous 

supposerons R= - 4-R,, [x désignant une constante et R, 

une fonction petite par rapport à R. Nous négligerons d'abord 
dans H la quantité R^ et nous prendrons 



dr 




(^H 


dt 




àr^ 


^6 




(^H 


dt 




()0i' 


d^ 
dt 




dlî 




I 


.ISA 



H=-^(^f+àeî-^;;^+î) + 






Pour avoir des constantes canoniques, nous emploierons la 
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méthode de Jacobi et nous intégrerons d'abord Téquation 
aux dérivées partielles 



r 



On intégrera cette équation en posant 
<3) Wi = a^ •+- a, 

a désignant une constante ; on aura alors, en supposant que ii^ 
ne contienne pas t^ 

Posons maintenant, en appelant jâ une constante, 
<4) a, = 3^-4-^2, 

u<i ne contenant pas <}i, nous aurons 



2 

aa -i — 
r 



r*cos26 \àr I r^\d^ ] ' 



nous pouvons décomposer ainsi cette équation 

h+T^-(S)']-^[-c-i'î6+(sy]=''' 

et Ton y satisfera en prenant 

2{A Y 



'^«- . 






p2 /^Mv\2 



et Y égal à une constante; on a alors 



«^=/iA^-i'^'--/iA^9''«' 
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Ces formules (3) et (4) donnent alors 

les intégrales des équations (i) sont alors, en négligeant Rty 

, _ .du du r, du 

(6) •^=-«»' ^=-^^' ^Y^"^^' 

ai, pi, Yi désignant de nouvelles constantes. Lorsque Ton- 
ne veut plus négliger R|, les équations intégrales sont encore 
(5), mais a, p, y, ai, ^i, yi doivent être calculés au moyen 
des formules (p. 84) 

(7) ( fi 
dt doLi dt d^x dt d^x 

Pour l'interprétation des constantes a, p, . . . , nous renver- 
rons aux Vorlesungen de Jacobi ou à notre Mécanique. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Intégrer l'équation 

dz dz 

'^ ~ dx dy 
par la méthode de Gauchy. 

2. Intégrer l'équation 

(duY fduy /duY 

et montrer que, cp étant arbitraire, u = const. représente toutes le» 
surfaces parallèles. 

3. Trouver toutes les surfaces dans lesquelles la normale fait un 
angle constant avec une droite fixe. 
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4. Trouver des surfaces dans lesquelles la normale est toujours 
tangente à un cylindre de révolution. 

5. Trouver des surfaces dans lesquelles les normales soient tan- 
gentes à une même sphère. 

6. En appelant A, B, C, A', B', G' des constantes et m, v des fonc- 
tions inconnues, on propose d'intégrer les équations simultanées 

d(u, y) d(u, y) dju, p) 

à(y, z) d(z,x) à(x,y) 

d(u^ , p, à(u, y) ^, d{u, y) 
à(y,z) à(z, x) à{x,y) 

7. Intégrer 

du du du 

dx dy dz ~ *^^' 

8. Toute équation aux dérivées partielles du premier ordre dans 
laquelle les variables n'entrent que sous une forme linéaire peut, au 
moyen d'un changement de variable, être remplacée par une équation 
linéaire. Il suffît pour cela de prendre les dérivées de la fonction 
inconnue pour nouvelles variables. 

9. Démontrer que, si a, p, y, 8 sont des intégrales des équations 
canoniques, on a 

2 ^(«> P> ï> ^) ^^ 
d{xi, Xj,pi,pj) 

10. Si les variables «i, ol^, ..., a„ et ^i, ^2» •••! P« satisfont aux 
relations 

(a/, P/)=ï («o Py) = o, (a/, ay) = o, (p/, py) = o, 

et si la fonction /(a;, a^i, x^, . . ., r,,, p\,p%, . . .,/?«) peut s'exprimer 
en fonction de ai, . . ., ctn, pi, . . ., p/i, on aura 

d^ _ _àf d^i _ df 

dx d^i' dx doL/ 

(BouR, sa Thèse.) 

N. B. — La Mécanique céleste de M. Resal, 2® édition, renferme un 
grand nombre d'applications des méthodes développées dans ce Cha- 
pitre. — Consulter surtout les Vorlesungen ueber Dynamik de 
Jacobi. Voir aussi la Mécanique céleste de M. Tisserand. 
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11. Trouver une surface dans laquelle la portion de normale com- 
prise entre le point d'incidence et un plan fixe soit constante. 

12. Trouver les surfaces dont la normale rencontre un cercle 
fixe. 

13. Intégrer l'équation obtenue en égalant le hessien d'une fonc- 
tion à zéro. 
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CHAPITRE III. 

ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES 
ET ÉQUATIONS SIMULTANÉES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 



I. — Définitions. 

Si Ton considère un système d'équations différentielles 
ordinaires simultanées, il pourra arriver qu'un certain 
nombre de ces équations, à elles seules, et sans qu'il soit 
nécessaire de considérer les autres équations, permettent 
d'écrire des intégrales du système. S'il arrive que sur nt 
équations données entre m fonctions inconnues, il s'en 
trouve n << m, telles que l'on puisse en déduire n intégrales 
du système, on dit que ces n équations constituent un sys- 
tème adéquations aux différentielles totales. 

Pour que n équations forment un système d'équations aux 
différentielles totales, il suffit évidemment qu'il existe des 
systèmes de facteurs qui, appliqués à ces équations, fassent de 
leurs premiers membres, quand on les ajoute, des différen- 
tielles exactes. Cette condition est d'ailleurs nécessaire, du 
moins tant que les différentielles ne dépassent pas le premier 
ordre, ce que nous supposerons. 

En effet, considérons les équations 

/ Pi dXi -f- Pj dx^ H- ... -h PmdXm = O, 

(I) » 

( Ri dxi -+- R2 dXi -f- . . . -H Rm dxm = o 

au nombre de n<^in. Si, à elles seules, elles permettent 
d'écrire n intégrales du système, d'ailleurs quelconque, dont 
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elles peuvent être censées faire partie, on pourra écrire ces 
intégrales sous la forme 

(2) ©1(^1, 072, ..., ^/rt) = ^l> «?2 = C2, ..., cp„=Crt; 

et, en tirant n des variables x^ , x^', ... en fonction des autres, 
pour les porter dans (i), on devra avoir des identités satis- 
faites, quels que soient les autres x, et quelles que soient les 
constantes C| , C2, ... ; or de (2) on tire 



(3) 



i;'^''^-^---^5£'^^'"=^' 



-T — axi -!-...+ -T — ax,n = o 

OXi ()X,n 



tirons de là dxi, dx^^ . . . , dxn en fonction de dx^^y^ . . . 
dxrti'i et portons-les dans (1), ce qui revient à les éliminer 
entre (i) et (3), les résultantes seront des identités, si l'on y 
suppose j?4, ^2) ' • y ^n déduits de (2), c'est-à-dire quels que 
soient X fij^\ , • . . , Xffi et C\ , • • . , C/^j mais c { , C2^ • • • ? ^n étant 
arbitraires, il en est de même de a:^ , ^2? . . . , ^w, si bien que, 
les résultantes ne contenant pas c^, C2, ... c,/, on peut dire 
qu'elles ont lieu, quels que soient x^^ x^-, ..., x,i et 
^w+i, ..., ^/M. Les systèmes (i) et (3) rentrent alors l'un 
dans l'autre, (3) sont des combinaisons de (i), d'où résulte, 
comme l'on voit, l'existence des facteurs dont nous avons 
parlé. 

Les équations (i) peuvent être envisagées à un point de 
vue un peu différent, et leurs intégrales montrent que l'on 
peut considérer n des variables x comme fonctions des autres. 
Désignons par Ui , Moj • • • ? Un ces variables et par \r^ ,X2t . - . , 
Xi les variables dont elles dépendent : le système (i) pourra 
se présenter sous la forme 

dui =■ Xji dxi -T- X12 dxi H- ... -h X.iidxi, 
dui = Xji dxi -f- \%^dx^ -\-. . .-r- ^zidxiy 



L. — Traité d'Analyse, VI. 8 






* * 



^ •* I. I» * * 
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et, à ce point de vue, sera équivalent aux systèmes 

i 

^ àUi àUi àut 



C'est ordinairement à ce point de vue que Ton se place dans 
les applications; on conçoit dès lors que les fonctions X 
soient assujetties à remplir certaines conditions, pour que les 
équations proposées admettent des solutions. 

Quand les X ne contiennent pas les variables Wi, M2» • • • > 
Ufi, la question rentre dans l'une de celles que nous avons 
déjà résolues (p. 198, t. III). Dans le cas contraire, de nou- 
veaux principes sont nécessaires pour trancher la question. 

II. — Conditions d'intégrabilité d'un système d'équations 

aux différentielles totales. 

Etant donné un système d'équations aux différentielles 
totales du premier ordre, on peut toujours le supposer 
ramené à la forme 

dui = \.iidxi -^Xizdx^ -{-. , .-h \indXn, 
y V / du^ ^= \21dx1 -\- \22dx2 -H . . . -H ji.ifidXfij 

i ï 

du,n = X,„i dXi H- X,„2 dXi H- . . . -f- Xfnn dXjiy 

ILij désignant, en général, une fonction de U\^ 112^ . . ., w,„; 
Xs^X2, . - . , Xn^ Nous désignerons par un d les différentielles 
prises en regardant W|, W2, . . . , Um comme fonctions de ^4, 
^2» •••7 ^n considérés comme seules variables indépen- 
dantes; au contraire, d servira à représenter des différen- 
tielles, ou plutôt des dérivées prises en regardant w^, 

U2, . . . , «wî -2^0 «^2? • • • » ^/2 comme des variables indépen- 
dantes. Ainsi, par exemple, on aura 



df df ^ df du, ^ 
dxx àxx * diix dxi 


J àf du,n 
du,n dxi 
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Ceci posé, pour que le système (i) soit intégrable, il faut 
que, Ui, U2, ' . . étant exprimés en fonction de ^i, œ2, . ..,^/i, 
les seconds membres soient des différentielles exactes; il faut 
donc que Ton ait, en général, 



dX/j 


dXik 


dxk 
c'est-à-dire 


dxj 


f)X// ^ y dXij du^ _ 
àxk ^ dun dxk 


_ àXfk y àX/k durx 
dxj Âà dun, dxj 



ou 



dXjj dXjk y / ôXjj duu. dXjk du^\ _ 
dxji dxj ^ \ du^ dxic du^ dxj J 



Mais, si l'on remarque qu'en vertu des équations (i) suppo- 
sées satisfaites -z-^ = Xj^^t, cette équation deviendra 



{'^) 



dxk 

dXij dXff(. "V' fàXij V dXjk 



dxie àxj Ami \ dUu. 



^ [àXij >, dXik V \ 



Cette équation et ses analogues doivent être identiquement 
satisfaites quand on y remplace m^, W2, • • ., Um par leurs 
valeurs que l'on suppose exister. Deux cas peuvent alors se 
présenter et qu'il faut soigneusement distinguer : 1° les équa- 
tions (i) admettent une solution renfermant m constantes 
arbitraires et sont complètement intégrables; alors les 
équations (2) devant avoir lieu, quelles que soient ces con- 
stantes, après que l'on a remplacé les u par leurs valeurs, 
sont déjà des identités, c'est-à-dire ont lieu quels que soient 
les u et les x] 2" les équations (2) ne deviennent identiques 
que pour certaines valeurs des u qui satisfont à (1) et qui 
ne renferment pas m constantes arbitraires, les équations (i) 
ne sont pas alors complètement intégrables. 
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III. — Intégration d'un système d'équations 
aux différentielles totales. 

Nous venons de voir que, si les équations (i) sont satisfaites, 
pour des valeurs de W|, u^y . . . , Um renfermant m constantes 
arbitraires, les équations (2) sont identiques; nous allons 
démontrer que, réciproquement, si les équations (2) sont 
identiques, ces équations sont complètement intégrables, 
c'est-à-dire qu'elles admettent pour solutions des fonctions 
M^, Wo? • • • j Mm de ^1, ^2j • • • > -^/i renfermant m constantes 
arbitraires. Nous verrons toutefois que ces conditions (2) ne 
sont pas tout à fait nécessaires, en ce sens qu'elles sont satis- 
faites identiquement quand elles le sont pour certaines valeurs 
des variables : c'est ce que nous allons établir. 

Commençons par déterminer les fonctions w^, W2? • • • j Um 
au moyen dés équations différentielles ordinaires 

(3) dU\ = li.iidXij dll2 = \21dXij ..., dUm = ^mld^l] 

en regardant ^3? ^zy • • • ? «2^/2 comme des constantes; l'inté- 
gration introduira alors m constantes que l'on supposera 
fonctions de X2, ^s, . - • , ^«.Ecrivons ainsi les équations (3) : 

et différenlions-les par rapport à xi] nous aurons 

d-Un _ à\p\ à\pi dui àXpt du,n 

dx^dxi dxi dui dxi ''' du m dxi^ 

formule où l'on doit supposer /? = i , 2, 3, . . . , m ; elle peut 



ï t 



s écrire 



d'^u,, _ àXpi ^ dXpi /dui ;;i^ y, àXpi /dUrn ^ 

dxi dxi dxi dux \ dxi *' / * * * dum \ dx^ '"' / 



àXp\ àXpx 

-7 JVi/ -r . . . -h — 

du\ du,n 
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OU, en vertu de Fidentité (2), qu'il suffit de supposer satis- 
faite pour A" = I , 



dJ^Up à\p\ 



(dux \ dXpi/du,„ \ 



dxi dxi dui 

dXni àXni „ àX^,^ ^ 

ml 



pi v^p i Y _, , ^^pi Y 

-+- — c -A-n -t". . .-r -T A-j 



dXi âui du,n 

ou, enfin, en vertu des formules (3 6/5), 



dx 



^Up _ dXpf / dui _^ \ , âXpi/ du,n _^ A 

idXi ÔUi \dxi uj-r--'- dum\dxi '"V 

dXpi dXpi dUi , dXpi dum 



dX]^ dUi dx\ du,n dxi 

Cette formule peut se mettre sous la forme 
d (dup X \_ àXpx Idux ^ \, , àXp^ ( dUm ^ \ • 

dx, \d^i ~ ^^^7 - ~à^ \dûi ~ ^17 -^^ • -"^ -à^ \^ - ^^'J ' 

cette équation en fournit m quand on y suppose /? = i , 2, . . . , 
m et le svstème ainsi obtenu est à m inconnues 

Intégrons-le en prenant ces inconnues nulles pour x, = x\ ; 
elles seront toujours nulles, en vertu des propriétés connues 
des intégrales d'un système linéaire et homogène (qui sont 
linéaires et homogènes par rapport aux constantes d'intégra- 
tion). 

En résumé, si les conditions (2) sont satisfaites pour A = i 
et si les expressions (4) sont nulles pour X\ = .rj, les équa- 
tions (i) seront intégrables; cela revient à dire que, si les 
équations (2) sont satisfaites pour k=i et si le système 



(5) I 



/ du\ — Xfj dXi-h...-hX^in dxn, 

> 

du^tri = XS,2 dx^ -[-...-+- X%ndXn 



est intégrable, l'indice o indiquant que l'on doit faire x^ = x\ 
le système (i) l'est aussi. Ce dernier système sera intégrable 



Il8 CHAPITRE III. 

si les conditions (2) sont satisfaites en supposant k = 2, pour 
Xi = x\ seulement, et si 

(6) 

( du%^ = XSO3 dx,-^,. .-^X%,\dXn 

est intégrable, le double indice o indiquant que l'on doit 
faire Xi = :rj, X2 = x?^j et ainsi de suite. Pour que le système 
(i) soit intégrable, il n'est donc pas absolument nécessaire 
que l'on sache que les formules (2) ont lieu identiquement, 
ce qui n'empêchera pas finalement ces équations d'être iden- 
tiques si le système (i) est complètement intégrable. 

Quand on sait que le système (1) est complètement inté- 
grable, la démonstration qui précède montre comment on 
trouve son intégrale; w^, 112* .. ., Um sont donnés par les 
intégrales des équations (3 bis), dans lesquelles les constantes 
d'intégration doivent être choisies de telle sorte que les équa- 
tions (5) aient lieu. Comme on peut prendre mJ, m°, ... 
pour constantes d'intégration, on peut dire que les constantes 
sont déterminées par le système (5); pour l'intégrer, on for- 
mera le système 

û?w? _ dul _ ^«*?«__Yo 

et l'on déterminera les constantes d'intégration au moyen du 
système 

dx^ ~ '-'' dx^ ~^''' "' dx^ -^ma, 

wj^, u?2^, . . . étant les constantes d'intégration du système 
précédent, et ainsi de suite. 



IV. — Simplification des calculs. 

M. Mayer a observé que, si, en faisant ^Ti = x^, les quantités 
X/y pour y J 2 étaient nulles, les équations (5) se réduiraient 
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à c/wj = G, du?^ =0, . . . , en sorte que ces équations donne- 
raient immédiatement 



w} = const., mJ — const., ...; 

et, dans ce cas particulier, l'intégration des équations (i) se 
ramène à l'intégration d'un seul système d'équations diffé- 
rentielles ordinaires; or, par un changement de variables très 
simple, on peut obtenir des équations satisfaisant à la condi- 
tion en question. 
Posons, en effet, 

aj et a/ désignant des constantes et //une fonction de n nou- 
velles variables ai, a2, . . ., oLn. Les fonctions fi^fzf • • • ^ /m 
devront, bien entendu, être distinctes. Alors les équations (i) 
se changeront en 

dui = Yii doLi -T- Y, 2 dcti -h. . .-+- Y m d^m 
> 

dUm = Y,„i da.1 -h Y,rt2<^0t2 -h. . . -i- Yfnnd^n *> 



on aura 



Y'v-2^'>(«^-^î)S 



V- 

mais alors, pour a^ :=aj, les Y/i ne seront pas nuls, mais les Y/y 
le seront, pourvu que les fonctions/, arbitraires d'ailleurs, ne 
soient pas infinies dans ces circonstances. 

La manière la plus simple, en général, de choisir les fonc- 
tions /consiste à poser 

V. — Application à un exemple. 

Proposons-nous d'intégrer 
(1) XiOf^dxi-i- XiX^dx^ — 2XiXidxz = o, 



Xi 


— 


2. - 


Xi 




X 
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on peut s'assurer que les conditions d'intégrabilité sont satis- 
faites. Pour effectuer l'intégration, on posera 

Xi x^ dx\ — T.Xx Xi dxz ^= o 

ou 

dxi 

on en conclura 

(^^ xl-{xO)t 

En marquant de l'indice o les valeurs initiales des variables, 
puis faisant dans (i) ^2 = ^a? on aura 

dxxx\xl — ixix\ dx\ = p, 

d'où 

dx\ _ dxi 

xl ~ Xi 

et, par suite, 

Xi ^ (xi)i , 

l'élimination de ûc^ entre cette équation et (2) donne 

X\ Xi X ^ 

x\xl ^ (a?oo)« 
ou, si l'on veut, 

y 

c désignant une constante; on a, en effet, 

1 x^ dx^ = cx\ dXi -\- cXi dx\ ; 
l'élimination, de c donne bien (i). 

« 

VI. — Cas où les conditions d'intégrabilité complète ne sont pas 

identiquement satisfaites. 

Reprenons les équations 

Idui =^ndxx -^-Xiidxi -f-. . .-+- Xi/iû^a?^, 

<■> ••••:: ■•; 

( uUfn — -^/nl dX\^ •+■ A//12 dXi ~\- . . . -|- \/nn dXn. 



ÉQUATIONS AUX DIFFÉ R ENTIKLLES TOTALES. 121 

Pour qu'il existe une solution renfermant m constantes arbi- 
traires, il faut que les relations 

soient satisfaites quels que soient les u et les x. Mais il n'est 
pas nécessaire qu'il en soit ainsi pour que les équations (i) 
aient des solutions ne renfermant pas de constantes ou 
renfermant moins de m constantes; si, en effet, ces équa- 
tions (2) (twir p. 1 1 5 ), étaient toutes satisfaites pour certaines 
valeurs de w<, M2, - - ■ •, Um (ce que l'on pourra vérifier), il y 
aurait lieu de chercher si, par hasard, ces valeurs de u^^ 
U2i . • ., UmT^G seraient pas des intégrales des équations (i); 
cette vérification ne présentera d'ailleurs aucune difficulté. 
Les solutions que l'on peut trouver ainsi sont ce que l'on 
appelle des intégrales singulières. 

La théorie des équations simultanées aux différences 
totales a été exposée d'une autre manière par M. Mayer 
(Bulletin des Se. mathém., septembre 1876). Bouquet 
démontre les conditions nécessaires et suffisantes d'intégra- 
bilité complète par les séries (Bulletin des Se. mathém., 
septembre 1876). Voir aussi Méray, Précis d'Analyse. 



VIL — Classification des solutions des équations simultanées 
aux dérivées partielles à une inconnue. 

Si l'on écrit au hasard plusieurs équations aux dérivées 
partielles entre une seule fonction inconnue w, les variables 

i ^ , ' , du du 

^if ^2j • • . , Xrt et les dérivées /?< = -— - ? > -', pfi= -. — > ces 

équations ne seront pas en général compatibles; toutefois, 
on conçoit qu'une même fonction u puisse quelquefois satis- 
faire à plusieurs équations, sans toutefois que ces équations 
soient algébriquement identiques. 
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Nous dirons que plusieurs équations aux dérivées par- 
tielles 

forment un système complètement intégrable, ou même 
simplement un système intégrable, s'il existe une fonction ii 
satisfaisant à toutes les équations ( i ) et renfermant n — m -f- i 
constantes arbitraires; n désignant le nombre des variables 
X(, jTa» . • . , ^/i et m le nombre des équations du système. 

Lorsqu'un système tel que (i) admet une intégrale com- 
plète 

«1, «2^ • • • ? ^[L désignant [jl = /i — m -h i constantes arbi- 
traires, on peut reproduire le système (i) en éliminant les a 
entre (2) et ses dérivées 

^F ôF âF ÔF 

car u, /?!, /?2î • • • 5 /^M tirés de (2) et (3) doivent rendre (1 ) 
identique; les équations (i) sont donc des conséquences de 
(2) et (3) ne contenant pas les a; ce sont donc les résul- 
tantes provenant de l'élimination des a entre (2) et (3). 

c. Q. F. D. 

Pour qu'une solution puisse être considérée comme com- 
plète, il faut que les constantes a soient distinctes, c'est-à- 
dire que les formules (i) soient les résultantes uniques de (2) 
et (3). 

La méthode de la variation des constantes de Lagrange, 
exposée à propos d'une seule équation, permet de généra- 
liser une solution complète et d'en déduire : i® une inté- 
grale dite générale se réduisant pour X| = ii, ^2 = ?2> • • • > 
x^_,i = iji._,i à une fonction arbitraire des autres variables x ; 
2° d'autres moins générales et que l'on doit considérer 
comme singulières. 
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Mais les équations (i) peuvent encore admettre des solu- 
tions 5m^«//ére5, sans posséder d'intégrale complète, comme 
nous le verrons dans la suite. Il existe des conditions qui 
expriment que les équations (i) possèdent une intégrale com- 
plète; nous les appellerons conditions d'intégrabilité com- 
plète ou, tout simplement, pour abréger le langage, condi- 
tions dHnlé gratuité du système (i). 



VIII. — Théorèmes sur les équations aux différentielles totales 
et les équations simultanées aux dérivées partielles. 

Considérons un système d'équations aux différentielles 

totales 

du\ =Xiirfa7i -\-\x<idx2 -h . , .-T-\in.dx„j 

. . j du^ =X2i<f^i -hXjaûfarj -\-. . .-h^^ndxn, 



du„i = X,„i dxi -+• Xmi dx^ -+-...-+- X,;irt dxfi* 

Supposons ce système intégrable (et par là nous entendons 
qu'il admet une solution renfermant m constantes arbi- 
traires); soit 

(2) cp = a 

une intégrale de ce système, cp désignant une fonction des 
u et des a: et a désignant une constante arbitraire. Dire que 
cp r=z a est une intégrale de (i), c'est admettre que l'on peut 
adjoindre à (2) m — i autres équations, q?4=a,, ..., 
Om-\ = ^m-\ , telles que les valeurs de u^, u^-, . . . , Wm> tirées 
de là et portées dans (i), rendent ces équations identiques 
quels que soient x^, x^^ . . . , ^^ et a, a^ , . . . , cLm-\ , et l'on 
peut même ajouter, quelles que soient les fonctions de x^^ 
X21 . . . que l'on mette à la place de a, a, , . . . , cLm-\' 

Ceci revient à dire que les valeurs, de w,, «2? ••• tirées 
de (2) et de ses analogues rendent identiques les équations 
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Différentions donc (2) et ses analogues, pour en tirer les ^— ^; 
nous aurons 



= o, 



dxx àui dxi âui dx^ ' ' ' du„i dxi 
(4) : do do dui ào dUi ào dum 

' — '— _{ L 1 _j L t _)_ ^ ^ ^ _| î 11: =z o 

0X2 àui dx2 àu^ dx2 "' àu,n dxi ' 

si l'on tire les -5 — de là pour les porter dans (3), les équations 

ne seront peut-être pas identiques; mais elles le deviendront, 
si l'on suppose les u remplacés par leurs valeurs tirées de (2) 
et de ses analogues : alors il faut qu'elles soient identiques 
avant cette substitution aux u de leurs valeurs tirées de (2), 
puisque, les a étant arbitraires, on peut supposer les rela- 
tions (3) satisfaites quels que soient les w. Ceci revient à 

dire que l'élimination des -^ entre (3) et (4) fournit des 

identités : or l'élimination peut se faire en remplaçant dans (4) 

-j— par X/y ; on a donc les identités 



^? _ ^? X -t- '^'f' X -^ _^ ^? X -o 



ôx^ âui àuz au 



m 



(5) 



(^cp d(^ do do 



^ OXa dui àu^ du,n 



donc toute intégrale = ol du système {\) fournit une inté- 
grale o commune aux équations dérivées partielles simul- 
tanées (4). 

Réciproquement : toute intégrale commune aux équa- 
tions (5) égalée à une constante arbitraire fournit une 
intégrale du système (i). 

En effet, les formules (5) étant identiques, en les combinant 
avec (3), on aura des équations (4) identiques à (3) ou équi- 
valentes à (3); or, les équations (4) ayant lieu, on a rfcp = 0; 
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donc cp = const. est une conséquence de (3) ou, ce qui revient 
au même, de (i). c. q. f. d. 

Il résulte de là que, quand on saura trouver m solutions 
communes aux équations (5) ou, ce qui revient au même, une 
solution renfermant m constantes arbitraires, outre celle que 
l'on peut toujours ajouter à une solution quelconque, ce qui 
constitue une intégrale complète quand on les combine linéai- 
rement, on pourra intégrer le système (i) et que, vice versa, 
sachant et pouvant intégrer le système (i), son intégrale la 
plus générale F(cp, cpï , . . . , (^^_^)z= const. fournira l'intégrale 
la plus générale F((p, «p^, «p2, . . . , Çm-0 commune aux équa- 
tions (5). 

Les conditions d'intégrabilité complète d'un système, tel 
que (5), sont, comme l'on voit, les mêmes que les conditions 
d'intégrabilité du système (i). 

IX. - Intégration des équations simultanées aux dérivées partielles. 

Considérons d'abord le système suivant d'équations simul- 
tanées aux dérivées partielles, mais à une seule fonction 
inconnue m, 

au .. ^^ _ /• ^'^ _ /• 

fh'ifi'i • • • -if m désignant des fonctions données des variables 
t\^ toy . . . , t„i^ Xi, ^2) . - • , ^« et des dérivées /?i,/?2? > • *y Pn 
de la fonction u prises respectivement par rapport à X\^ 
x^^ . . . , ;r,i; nous supposerons que/i,/2, . . . ^fm ne contien- 
nent pas la fonction inconnue u elle-même. 

Si le système considéré (i) admet une solution, on devra 
avoir 

( 2 ) du=pi dXi -h . . . -hpndXn -+-/i dti^. . .-r-fm dttn- 

Supposons que l'on change de variables et qu'à X\j x^, . • . , 
^« on substitue de nouvelles variables, fonctionsde:r<,^2j • • • » 
^«5 'm ^21 . . . , ^m et que je désignerai par a<, a2, , . . , a,i. Si 



J26 CHAPITRE III. 

l'on convient de désigner par un d les difFérenlielles totales 
prises en faisant varier les t et en laissant les a constants, et 
par un 8 les différentielles prises en faisant varier les a et en 
laissant les ^constants, la condition (2) pourra être remplacée 
par les deux équations 

( 3 ) du = p\ dxx -f- p% dxi -h . . . -\- pndxn ■+- f\ dix -4- . . . -\-fm dtmt 
(4) oa =/?i8a?i-f-/?2ôa?2-h. . .-h/?rt8a7„, 

où da^ dx^, . . . n'ont plus le même sens que dans (2). Si la 
solution existe, elle sera donnée en intégrant la formule (3), 
et l'on aura, en désignant par c une fonction des a, à laquelle 
se réduit u pour t^z= a^^ f 2 = «27 • • • » ^m = (^mt 



{'6 bis) 



u=c^f(j>,d., + ...+Adt,-^...), 



l'intégrale étant prise par rapport aux t en laissant les a 
constants, de manière à s'annuler pour ti = at^ , . . , tm= Om* 
Cette formule différentiée avec la caractéristique 8 donne 

8 w = 8c -T- / ( 8/?i dxi -H p\ 8 dx^ -t- • • . -h S/i dti h- . . . ) 

ou encore, en appelant t*j/ et Ç/ les valeurs de pi et xi pour 

t \ €l{ , C2 ^2> • • • J 

8a = 8c H- y?i 80?! H- ... H- pfi ^Xfi — nii 8Ç1 — ... — tït,, 8 J^ 

•1 dx^^ — dpi ^Xx -f- . . . -h S/j dti H- 8y2 â?f2 • • • )» 



H-/(8,>. 



on aura évidemment satisfait aux formules (3) et (4) si l'on 
pose 

(5) 8c = Tîli8;i-h TÏI28J2 -H. • .-i- W/iS$rt, 

et si l'on peut égaler à zéro la quantité placée sous le signe 
/ . Nous pouvons annuler cette quantité en annulant séparé- 
ment les coefficients des 8/? et des ^x. On obtient ainsi un 
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système d'équations aux différentielles totales que voici : 

— dxi=^ dti -\- -P- dtt-^-...-^- -P^ dtfn, 
àpi àpi dpi 

— dx2 = -P- dti-^ ^ dti-^,..-^ -Ç^ dt,n, 
àp% op2 api 



(6) 



\ 



df\ , àf>j, àf,n , 

a/?2 = \ — clti H — ^ — ati -h . . . -! — \ — dt„i. 



Supposons ce système (6) intégrable et intégré avec 2/1 con- 
stantes arbitraires, fonctions des a bien entendu. Supposons 
de plus réquation(3) également intégrable quand aux dx on 
aura substitué leurs valeurs tirées de (6). Les équations (3) 
et (4) seront satisfaites si Ton peut en même temps satisfaire 
à (5). On peut y satisfaire comme il suit : 

Intégrons le système (6), (3), de telle sorte que, pour ^^ =ai, 
C2 ^^^ CI2 y • • .jOnait^i ^^ (^1 ^^^^ CL \ y ce 2 ^^^ Ç2 ■"■- ^2? • • • ^ P \ "-— ^ \ y 
p,y = 'G5.2^ ...etu = c. La formule (5) sera satisfaite en posant 

(7) c — F(Çi, $2, . .., Ç/i), ^^^ dT' ^^~ àf* 

Les intégrales de (6), (3), où les ^, les m et c seront liés par 
les relations (7), feront connaître les/?, lésa? et u en fonction 
des a ou des ^, et Télimination des ^, ro, c et des p entre les 
intégrales de (6), (3) et (7) fera connaître u. 

La valeur de u ainsi calculée se réduira à F(Xi, . . ., x^) 
pour ti = ai, ^2 = ^2? • • • (p* iq)' 

Mais on peut aussi diriger l'intégration autrement; si l'on 
suppose en effet 8^^ = o, 8^2 = 0, •••, ou les Ç constants 
avec 8a = 0, l'équation (5) sera encore satisfaite, de sorte 
que l'on aura encore une intégrale en éliminant les tss entre 
les intégrales de (6), (3). Cette intégrale renfermera les con- 
stantes arbitraires ii , $2» • • • 1 ?«• Ce sera une intégrale com- 
plète. 
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Quand on connaît une intégrale complète d'un sj'Stème 
d'équations simultanées, tel que (i), la méthode deLagrange 
exposée pour le cas d'une seule équation permet de trouver 
la solution commune la plus générale, laquelle renferme une 
fonction arbitraire. 

Réciproquement, si l'on connaît une solution V com- 
mune aux équations (i) renfermant n constantes arbi- 
traires $4, $2» • • •> i/o abstraction faite de celle que l'on 
peut toujours ajouter à V, le système (6), (3) sera inté- 
grable. 

En eflet, posons 

(8) < 

THj, TîTo, ... désignant des constantes arbitraires; je dis que 
ce seront les intégrales du système (6). Pour le prouver, 
représentons par un d une différentielle prise en faisant 
seulement varier les <, et par un 5 une différentielle prise en 
faisant varier seulement les m et les \\ nous aurons 

dW = -T- dti-\- -rr dtz-h. . .-h -. — axi -H ^; — a^o -+-.•• 
oti dt2 OXx ox^ 

ou bien, en vertu de (i) et (8), 

dW = fi dtx -\-f^ dtz -i- . . . -T-/?i dxi -h /?2 dj'z -f- . . . , 
d'où l'on tire 

(9) ^dY =^ .^f dt -\-^ pu dx -^ylpdx. 
D'un autre côté, on a 

ou, en vertu de (8), 
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d'où 

Cette équation retranchée de (9) donne 

o = ^^^fdl -\-^^Qp dx — ^dp^x; 

or, les 8Ç et les ors étant arbitraires, il en sera de même des 
ùp et des ^x. On pourra donc égaler leurs coefficients à zéro, 
après avoir développé les 8/. On trouve alors les équations 
(6); donc (8) sont les intégrales de (6). c. q. f. d. 

L'équation 

du = ^ jo dx -\-yfdt 

est alors intégrable ; car, en vertu de (i) et (8), elle se réduit à 

, V^ du , v^ du , 
a M = > -r- dx -r- y — dt: 
^ôx ^ Ot ' 

donc Tintégrabilité du système (i) entraîne celle des équa- 
tions (6) et (8) et vice versa. 

Tout système d'équations simultanées aux dérivées par- 
tielles à une seule fonction inconnue peut se ramener à la 
forme (i). En effet, on peut d'abord faire disparaître la fonc- 
tion inconnue elle-même par l'emploi de l'un des procédés 
indiqués par Jacobi (p. 53) pour le cas d'une seule équation, 

et résoudre ensuite le système proposé par rapport aux déri- 
âu /. du 

ou si même elle paraît incommode, on pourra se dispenser de 

le faire en calculant les quantités —^ 9 — ? •••?-,— > -^ j • • • 

^ âxi 0x2 opi dp2 

par la méthode des fonctions implicites et en substituant 
leurs valeurs dans les équations (6); mais alors à ces équa- 
tions (6) et à l'équation (3) il faudra adjoindre les équations 
proposées qui servent à définir les /, lesquels / entreront 
dans les équations auxiliaires (6) modifiées comme il vient 
d'être dit. 

L. — Traité d'Analyse, Vf. 9 



vées ^ =ifji, — z=^f2y .... Si cette résolution est impossible 
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X. — Conditions d'intégrabilité d'un système d'équations 
simultanées aux dérivées partielles. 

D'après ce que l'on a vu au paragraphe précédent, les 
conditions d'intégrabilité d'un système, tel que 

au _ ^ ^" _ / ^" _ /• 

doivent être les mêmes que les conditions d'intégrabilité du 
système d'équations aux différentielles totales que l'on pour- 
rait appeler canonique 



(•2) 



— dx\ = 

— dx^ — 


Y'dt.-^-^/'dt,^, 
àpx dpi 

Y^dt.-^Y'dt,-^, 
opi op^ 


1 ^^'"^ dt 

àp2 


dpi = 
dpi = 


0X2 ox^ 


• 



(3) du = y f dt -f- N jp dx. 

Or les conditions d'intégrabilité du système (i) sont 



ôpidtk ^ àpiàp^ dxn Âd. àpidx^ dp^ 

à\fk , V à\fk dfj y d\fk dfj ^ . 
ôpi dtj À^ dpi dpu. àxn ZèL dpi dx^ dp^ ' 

et d'autres équations analogues obtenues en changeant pi en 
Xi, Cette formule et ses analogues, en posant 

\dp^dx^ ôx^dp^) ^Jf^^JJ^^ 
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deviennent 

et, par suite, pour que les équations (2) soient intégrables, 
il faut et il suffit que les expressions 

dtk dtj ^Jj^J''^ 

soient indépendantes des x et des p. Maintenant, pour que, 
en outre, (3) ou 

soit intégrable, il faut que 

à [ . àfi dfj \ V ^ / /• ^// \ ^A 






^ à / df, \ d/j 



Ces équations peuvent s'écrire 

dt, dtj 2àdpAdi, àtjjP^^^^J'^J''^ 

-^Pv -^ (/y. /*) - 3(/y, fk) -^Pv ^ if h fk) = o 
et, en vertu des relations (4), 

telles sont les conditions d'inlégrabilité complète du sys- 
tème (i). 
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On peut trouver les conditions d'intégrabilité d'un système 
de n équations aux dérivées partielles du premier ordre, sans 
pour cela avoir besoin de le résoudre par rapport à m déri- 
vées. En effet, si l'on suppose 1^^= Xn^s^ . ... , tni=^ Xn^mt 

du du a • lî /• • 

^ =/?//+o ^ =Pn+2, . • • et SI l on tait 

(f- f.\z= "V ( Êfl Êf± -. È^ ÈÙ. 

l'équation (5) pourra être remplacée par la suivante 

(6) (/y,/*) = o, 

le symbole (//, fk) n'ayant plus le même sens que dans 
l'équation (5); on peut d'ailleurs écrire (6) ainsi 



(6 bis) 



(Pn-hj, Pn+k) =0, 



Pn-^-j-) Pn+k étant tirés des équations proposées en fonction 
des X, des t et des autres /?. Supposons que les équations 
données soient de la forme 



(7) 






on a, en général, en appelant a, ^ des fonctions de Fi , . . . , F;,^, 



i,J,V- 



\dFi dp^ à¥j dx^ d¥i dx^ dFj âp^J 



^^àXàFi dFj ôFj ôfJ^ '' J^' 



Supposons que l'on prenne a = F;t? j3 = F/ et que les variables 
F soient préci sèment /?,/^4 , pn+ii • • • î cette formule deviendra 



(F;t, F/)=2 



à{Fk, F,) 

à{Pn-\-h Pn+j) 



{Pn+if Pn-\-j)i 



f^onc les formules (6) entraînent les suivantes : 



\ 



(8) 



(Fa., F/) = o. 
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Réciproquement, les formules (8) entraînent (6); car, en pre- 
nant pour a, p deux des quantités pn+h ^^ ^ 



<-«=2:sïfei5)<''"^'> 



c'est-à-dire, si les formules (8) ont lieu, 

ainsi, pour que le système 

(9) F, = o, F2 = o, ..., F,„ = o, 

dans lequel Fj, F2, ... désignent des fonctions de Xy, 

X2, . . . , Xn et de Pi = - — , ...,/?„ = -p- , soit intégral) le 

complètement, il faut et il suffit que (F/, Fy) ^=oen tenant 
compte de (g). 



XI. — Intégration d'un système qui ne possède 
pas de solution complète. 

L'intégration d'un système qui ne possède pas de solu- 
tion complète a été ramené par Bour [XXXIX® Cahier du 
Journal de V Ecole Polytechnique {Mémoires sur les 
équations différentielles du premier et du second ordre)^ 
à l'intégration d'un nouveau système possédant une telle solu- 
tion. 

Soient 

(i) Fi = o, F2 = o, ..., F„t = o 

les équations à intégrer : 

1® Si les équations (F/, Fy) = o sont identiques, ou le 
deviennent en vertu de (i), ou appliquera aux équations (i), 
complètement intégrables, la méthode exposée plus haut, 
ou toute autre méthode permettant de calculer l'intégrale 
complète qui existe. 
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a** Si les conditions (F/, Fy) = o ne sont pas satisfaites et 
si l'on a, par exemple, 

les équations n'ont pas de solution commune. En effet, si 
cette solution existait, on devrait pouvoir adjoindre à (i ) de 
nouvelles équations F^+i = o, . . . , F^ = o, telles que Ton ait 

précisément 

(F/, Fy) = o 

pour toutes les valeurs de i et y moindres que /i 4- i, et d'où 
l'on puisse tirer les p, 

3** Il pourra se faire que l'on ait 

(Fo Fy)= l|;/y(a?i, a-2» ' ", ^n,Pu P2, '"iPn)' 

* 

Dans ce cas, il faudra voir si les équations 

(F/, Fy) = o 

jointes aux équations (i) peuvent former un système se rédui- 
sant au plus à n équations distinctes, et dans ce cas, voir si 
ces équations satisfont aux conditions d'intégrabilité. Si les 
équations (i) et (F/, Fy) = o forment un système de plus de n 
équations distinctes, le système (i) n'admet pas de solution. 
S'il forme un système de n ou de moins de n équations, il 
pourra se présenter deux cas : i° ou les conditions d'intégra- 
bilité sont satisfaites pour le nouveau système et sa solution 
complète sera solution de (i) ; 2° ou les conditions en question 
ne sont pas satisfaites, et alors il faudra traiter le nouveau 
système comme le système (i), et l'on finira par décider, en 
continuant ainsi, s'il y a ou s'il n'y a pas de solution commune 
aux équations (i). 

XII. — Problème de Pfaff. 

Pfaffa fait connaître, en i8i4j dans les Mémoires de l'Aca- 
démie de Berlin, une méthode pour l'intégration d'une équa- 
tion aux différentielles totales, qui a une grande importance 
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parce qu'elle a été le point de départ des travaux de Jacobi 
sur les équations aux dérivées partielles ; nous allons l'exposer. 
Le problème de Pfaff consiste, étant donnée V équation aux 
différentielles totales 

(i) Xj dx^ -h X2 dx^ -i- . . . H- X,t dXfi = o, 

dans laquelle X^, X2, . . . , X,^ sont fonctions de XijX2j ••., 
Xfi^ à la remplacer par une autre renfermant une variable 
de moins. 

Un changement de variable consistant à remplacer x^^ 
^2) • • • par des fonctions JKi, J^?? ' - ">' Yn de ces variables 
transforme cette équation en une autre de la forme 

Yi dy^ -T- Y2 û?jK2 -^ . . -T- ^adyn -= o, 

où Y ^ , Y2, . . . sont fonctions de yi , ^25 • • • î mais on ne peut 
pas demander que Y^ = o et que Y2, Y3, . . ., Y,, ne contien- 
nent plus j^, ; en effet, pour résoudre ce problème, il faudrait 
poser 

et ces équations ne sauraient en général avoir de solutions 

laissant y <,j^2' • • •> JK« variables. 

Mais on arrive au but que l'on se propose en supposant 
Yi = o et en faisant en sorte que j^i n'entre qu'en facteur 
dans Y2, . . ., Y,^; nous sommes ainsi conduits à chercher la 
solution du problème suivant ; 

Etant donnée V expression différentielle suivante, dans 
laquelle la notation d\] ne représente pas nécessairement 
une différentielle exacte, 

du = Xj dxi -h X2 dx2 -h . . . -f- X/< dXf, , 
on propose de la transformer en 

dU = Yi dfi -+- Y2 û?72 -+-..• -^ ^ndyu, 



^^ 



\ 



^ 
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les quantités Y,, Y2, . . . satisfaisant aux conditions 

Z2, . . .^ Z,i ne contenant pas yi 

Les éqii a 1100:^(2) peuvent être remplacées par les suivantes 

('2 bis) 




*i—l^— — SI — 1— —h Y, = 



dy^ 



/•%- — . • • -— - fl» 



s 



en désignant par A la quantité , '^ — • Dans la suite, nou 

désignerons par un d une différentielle relative à y^y les 
variaBÎfes j/*2? - - -, yn restant constantes, et par un 8 une diffé- 
rentielle prise en faisant varier JK2» • • -O'w lï^ais en laissant j/^i 
constant, et nous poserons 



Ci) 



(\) 



dV = Xi dxi -;- X2 dx^ -h . . . -r- X„ dx/i. 



Nous déduirons de là 



et, par suite, 



dùU = ^dXiOXi-\- \ X/OûfvTi, 
du = ^ 8X/ dxi -f- ^ X/ 8 ûf^j 

8^U — d^V — ^(oXjdxi — t/X/ojT/), 



ou bien, en développant SX/ et rfX/, 



^^'-^^"=i;f(S 



ùxi -h 33- ùx^ -T- . . . )aj7/ 



()a" 



2 



— ( -^ — axi -f- ^j — dxz 
\ ÔXi 0x2 

ce que l'on peut écrire 



V 1 

~T~ . • . I OXf I y 



-^^^=i;(^-:s)^'-«->- 



En posant 



an = o, 



'■^ •'' Oxi Oxi 
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cette formule devient 

( 5 ) 8 du — d^U — \ aij dxi ùxj ; 

on trouverait, d'une façon analogue, 

^dV — doU = ^bijdyi^yj, 
bu ^. o, bij ^- - bji = . -L — —J., 
et, comme dy\^ . . . , dy^, Zy^ sont nuls, on a seulement 

8û?U — (ioU ^^b^jdyx ^yj, 

et Y| étant nul, bij= — -t-^> et même, en vertu de (aôw), 
èiy = — /i Yyj en sorte que 

(6) odV—dùV = -y^ hYjdyiOyj. 

Or Yy est le coefficient de dyj dans rfU, et 

on a donc 

la formule (6) devient alors 

et, en vertu de (5), 



8^U-^8U-— Adfxiyoj^yYx, ^-f-...-f-X„ Y-^ 



ou 
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Egalons les coefficients des quantités 5/j, ô/j, . . . , 8^,,, il 
viendra 

Or l'équation Y| = o peut s'écrire 
et, comme on a 

^ a/y G?X| C?a7y = O , 

l'équation précédente pourra se mettre sous la même forme 
que les équations (7), 

^n uji/ ' / dx % dx \ 

{•jbis) 2^aijdxi ^ + hdy, (X, — +. . . -h X,, -^ j = o. 

Le système (7), (7 few) entraîne les équations suivantes 

a\\ dx\ -h «12 ^^2 -^. • + û^i» dx,i -4- Xj /i é/^i = o, 

. «21 ^a^i -f- «22 dx^ -f- . . . -t- «irt c?a7rt -7- X2 h dyi = o, 

(8) { 

\ «,ji dXi -f- «/js â?^2 -T- . . . H- Clnn dxn -i-X,ih dyi = o ; 

car il est linéaire et homogène par rapport aux premiers 
membres de ces équations. Ce sont les équations (8) qui, 
comme nous allons le voir, fournissent la solution du pro- 
blème de Pfaff. 

XIII. — Examen des divers cas du problème de Pfaff. 

Premier c4s : Le déterminant ^=t a^^a^^ • • • ^un n^est 

pas nuL — Alors n est nécessairement pair, car le déter- 
minant en question est gauche et symétrique (t. I, p. 162). 
Dans ce cas, les équations (8) peuvent être résolues par rap- 
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port à dx^^ dx2^ . . -, dxn» Prenons alors A = i, les équa- 
tions (8) pourront être intégrées, de telle sorte que n — i 
équations résolues par rapport aux constantes d'intégration 
ne contiennent pas y^ ; une seule intégrale contiendra alors 
cette variable. Prenons JK2, JKaj • • • » J^« égaux aux valeurs des 
constantes qui ne contiennent pas y^j et tirons j^i de la aî»«™^ 
intégrale ; il sera déterminé à une constante près : je dis qu'en 
choisissant ainsi A, y^^ y^-, - . ., jK/i, le problème de Pfaff 
sera résolu . 

En effet, multiplions les équations (8) par 8jC|, 8:^2? • • • » 
o^„ respectivement, et ajoutons-les : nous aurons successive- 
ment 

\ aij dxj ^Xi -î- A U dy\ = o. 
\ atj dxi oxj = hùV dy\ , 

à cause de aij=^ — ay/, c'est-à-dire 

y (rf 8U — rfL ) = A 8U dy^ 
ou bien 

^bijdyioyj=h(\x^yi-^. . . -+- Y„ 87,, ) c?7, ; 

en égalant alors les coefficients de ^y^ , hy^, . . . , on a 

1^11 dyx-^bii dyi-\-...-^bxa dyn= hX^dy^ 
bnidyi-f- bftidyi-i-. . .-f- bnndyn= hXadyx. 

Or on a supposé ^2» JKa? •••7 yn constants; donc dy^^ 
dyzi • • • sont nuls, et les dernières équations deviennent, en 

remplaçant 6^» ^211 ••• ps'r leurs valeurs o, -r-^ — -r — > 

• —^ ——— , • • * ) 
^7i ày^ 

o = Yi, — — = AYj, 3:r"=^Y3, •••> 
ày\ oyi 



c'est-à-dire 
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O = 1 1 , ^ = \ = . . . = Al = — , 

le problème de Pfaff est donc résolu. 

On peut un peu simplifier les calculs en intégrant les 
équations (8), de telle sorte que ^ouvy^ =r^J,onait:r< = ^î, 
X2 = ^li . . • ; alors on a 

Y - Y ^^1 _j_ Y ^^* -i- 

1 1 = Al h A2 f- . . . , 

ày,- àyt 

el, par suite, comme ^7=^^® excepté pour « = i, on a 



Y/ = X, 






I • • 



X„ 



dXn 



Faisons, dans cette formule, Xi = x^^. ^2 = ^2'» • • • •» nous 
aurons 

X" désignant ce que devient X, pour^< = a:", ^To = ^25 • • • ' 
en sorte que Ton a 

Deuxième cas : Le déterminant ^ zt:a^^ «22 • • • cinn^stnul. 



— C'est le cas où n est impair : le problème de Pfaff n'est 
plus possible, mais on peut dans ce cas résoudre un autre 
problème qui peut avoir son utilité, ainsi qu'on le verra au 
paragraphe suivant. Intégrons, en effet, les équations (8) en 
prenant h=z o] ces équations se réduisent kn — i , distinctes 
en général, et l'on peut prendre les constantes d'intégration 
égales à j^2) y^t • • •? yw Supposer h nul, c'est supposer N 
indépendant de y^ ; les équations (9), que l'on déduit de (8), 
se réduisent alors à 



= 0, 



: — = o, 



On peut poser 



d\r 


<>Y, 


àyi 


àyt 


Y,= 


_ d^ 



oy\ 



"" ày, 



àyn 
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les formules précédentes deviendront alors 

dZ^ _ dZn _ 

àyi àyi 

et les fonctions Za, . . . , Z^ seront indépendantes de yt] dU 
prendra alors la forme 

d{] = -^ dfi-^ -^dyi-i-..,-^Z2dy2-h...^Zndyn 

OLl 

(10) diJ = d^ -hZzdy^ -^' • -r-Zndyn^ 

Z2, Z3, ... ne contenant pasJ'^. Si toutefois la fonction ^ ne 
contenait pasj^o on aurait seulement 

(11) dU = l'^dy2~n...-h Z',^dxri 
Zj, . . . , Z',^ ne contenant toujours pas j^<. 

Troisième cas : Le déterminant ^.^ ci\\Ct22 • • • (^lui est 

nul ainsi que tous ses mineurs jusqu'à ceux d'un certain 
ordre. — On peut toujours prendre A = o, mais les équa- 
tions (8) sont en nombre inférieur à n — i; on pourra 
prendre toutes les constantes d'intégration distinctes égales 
à des j^; les autres j^ seront choisis arbitrairement, et, en rai- 
sonnant comme dans le cas précédent, on voit que rfU affec- 
tera encore Tune des formes (10) ou (11). 



XIV. — Application du problème de Pfaff à l'intégration 
des équations aux dérivées partielles. 

De ce qui vient 'd'être établi aux paragraphes précédents, 
il résulte que V expression différentielle 

(A) \idXi-\-\^dX'i-^, . ,-T-\ndXa 
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est réductible à l'une des trois formes 

(b) Yj dyi -+- . . .-H Y„d[x,t, 

{c) dyi-\-Yidyi-i',..-hYndXn'y 

ces formes sont susceptibles d'une réduction ultérieure; les 
formes (a), (b) contiennent une différentielle de moins que 
la forme primitive. Je dis que Ton peut aussi faire disparaître 
une différentielle de la forme (c) : en effet, la forme 

Yîr/7î-r-...-hY„c?x« 
est réductible à un des trois types 

(d) JSiiZ^dZi -^ . . .-h ZndZn), 

(e) Z^dz^-h, . ,-hZndZn, 
(/) dZ2-hZzdz3-i-,..-^ZndZn- 

Si dans (c) on remplace Y2 dy2 -h - - • -H Y,^ dyn par l'expres- 
sion (rf) ou (e), il est clair que l'on fait disparaître une 
différentielle ; si on la remplace par l'expression (/) en posant 
dz2 + dyi = du^ nous voyons que l'on fait encore disparaître 
une différentielle. En opérant sur les formes réduites, 
comme sur (A), il est clair que l'on peut encore faire dispa- 
raître une différentielle, et ainsi de suite. 

Considérons maintenant l'équation aux différentielles 
totales obtenues en annulant l'expression (A) 

X 1 dx\ H- X2 dx^ -r- . . . -f- X,| dxn = o *, 

on pourra faire successivement disparaître de cette équation 
p variables et la ramener à la forme 

Y/,-Hi djTp+i H- Yp+2 dyp-^2 4- ... -h Y^ d/n = o, 

et l'on y satisfera en supposant yp+^J yp^2j > - "tyn égales à 
des constantes; de là, comme on voit, plusieurs moyens de 
satisfaire à une équation aux différentielles totales, en se 
plaçant à un point de vue différent de celui où nous nous 
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sommes placés jusqu'ici, puisque cette fois nous admettons 
que l'on a le droit de considérer plusieurs variables comme 
fonctions des autres. 

J'arrive maintenant à la conclusion de toute cette théorie 
qui est l'intégration de l'équation aux dérivées partielles 



(i'>.) 



du 



J\ ^1 ^ii ^2) • • • > ^ni ^j Pli P21 • • • ) Pnji 



dans laquelle u désigne la fonction inconnue des variables Xt , 

, ^ 1 j r ' , du du 

Xiy • • . 5 ^/îj t et /?<, /?2, • • • 1 Pn ies dérivées -r — > -r — > • • • > 

-r — . Cette équation sera intégrée si l'on trouve des quan- 

tités iiij Pi, . . ., pny satisfaisant à l'équation aux différen- 
tielles totales 



(i3) pidxi-h.. .-r-pndxn-h/dt — du -\- o dpi-^ . . .-1- odpn= o. 

Faisons disparaître une différentielle du premier membre 
de (i3) en appliquant les principes exposés aux paragraphes 
précédents; les équations (8) se réduisent dans le cas actuel à 



(i4) 



— dt 



— dt 



dx\ 

EL 

àXi 



dpi'i-hpidyi = o, 



dpi -+- hp2 dyi = o, 



àf ^ 
— dxi — -T^ dt = o, 

àp\ 



àpt 



dt = o, 



-^ dt — h dVi = o, 

du ^1 » 



EL 

dxx 



dx\ 



éL 

dXn 



dXfi 



"^ ^i^^^'^"''^'Â^^^^'^^^^ 



= o. 



Si l'on intègre ce système de telle sorte que pour t = t^, on 
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ait J?! = ojjf, . . . ^ pi=p% u ^= u^^ l'équation (i3) devicDdia, 
en vertu de la remarque faite p. i4o, 

à laquelle on satisfera en prenant m" = TîT(:rJ, x\, , . . y x^^)j 
Tîj désignant une fonction arbitraire, et/>J^ = -r-^» Alors pour 

OX j 

intégrer l'équation (i:^), il faudra donc éliminer hdy^ des 
équations (i4)> intégrer les équations résultantes en prenant 
x\^ . . . , /?J, . . . , u^ pour constantes d'intégration et rem- 
placer ces constantes par leurs valeurs dans 

dxs 

Cette méthode, comme on peut s'en convaincre, est identique 
avec celle de Cauchy. Pfaff n'avait pas pensé à prendre 
a:", . . . , /?J, . . . , u^ pour constantes d'intégration ; aussi ses 
calculs étaient-ils beaucoup plus compliqués, et il était obligé 
d'appliquer plusieurs fois sa méthode pour faire disparaître 
successivement toutes les variables t, j;,, X2j ..., Xn- Le 
perfectionnement à la méthode de Pfaff, que nous venons 
d'exposer, est dû à M. Darboux (Bulletin des Sciences 
mathématiques^ \din\ieT 1882). 

Pfaff a exposé sa méthode dans un Mémoire intitulé : Metho- 
dus generalis œquationes differentiarum partiarum, nec 
non œquationes differentiales vulgares, utrasque primi 
ordinis inter quotcumque variabiles complète integrandi 
(Acad. de Berlin i8i4). 

Gauss {Œuvres complètes) et Jacobi {Crelle, t. 2, et Jour- 
nal de Liouville^ t. III, i^^ série) ont successivement essayé 
de perfectionner la méthode de Pfaff. 

M. Gayley a indiqué un moyen simple pour résoudre les 
équations (8) par rapport à rf^<,<ix2, . . . {Journal de C r elle ^ 
t. 57); cette méthode de Cayley est exposée et développée 
dans le Traité de Baltzer sur les déterminants (traduit par 
Hoiiel). 
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XV. — Méthode de Jacobi. 
Considérons l'équation aux dérivées partielles 

dans laquelle /?o 7^2 j • • • ^Pn désignent les dérivées de la fonc- 
tion inconnue u par rapport aux variables x^^ x^t • • •? oCn- 
Nous supposons que u n'entre pas dans/*; quant à h, ce sera 
une constante arbitraire. 

Intégrer l'équation (i), c'est trouver pour /?<, /?2> > * *•, pn 
des fonctions de x^^ x^-, . . . , ^r^ rendant intégrable l'équa- 
tion 

du = pi dx\ -h . . . -+-/?/j dx,i 

et satisfaisant à (i), ce qui permettra de calculer w. 

Nous supposerons le problème résolu : alors on devra avoir 

àxj àxi* 

et l'on pourra supposer que les fonctions p soient données 
par des équations renfermant des constantes arbitraires au 
nombre de n, y compris l'équation (i). Si Ton suppose ces 
équations résolues par rapport à ces constantes, que nous 
appellerons A, A,, Aa? • • • ? ^«-i? oii pourra les présenter sous 
les formes suivantes; nous y adjoignons (i) : 

(3) f =^ h, f\==hi^ yi = ^2î • • • , fii-\ = h,i-i. 

Or, pour que les relations (2) aient lieu, il faut et il suffit, 
comme on sait, que l'on ait identiquement (p. 90) 

i (/»/t) = Oj (/, /2) = o, •••• (/, A-l) = 0, 

^'^ I 

La question est donc ramenée à satisfaire à ces équations 
simultanées aux dérivées partielles, et il semble que Ton ait 
L. — Traité d'Analyse, VI 10 



M I 
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compliqué la question. Mais les équations (4) sont linéaires 
et d'une forme qui les rend éminemment propres à l'intégra- 
tion, comme nous allons le voir. 

Si h n'est pas arbitraire, ilfaudra remplacer dans (4), pour 
qu'elles soient identiques, Tun des p par sa valeur tirée de (i ). 

Si l'équation proposée ne renferme que deux variables, le 
système (4) se réduit à la seule équation (/, f^) = o ou 

Oxi dpi f)pi ôTx ^x^ Op^ ôp^ dx^ 
Pour l'intégrer, on écrira les équations 

dpx dpi dx\ . dx^ 



(«) 



^L\ (^\ lÉ.t\ l^\ 

OxJ \àx2/ . \^/?i/ Xàpi/ 



9 



et il suffira d'en connaître une seule intégrale pour résoudre 
la question; en combinant cette intégrale avec l'équation 
proposée, on en déduira /?< etfo ; eninlégrant^^ dXi -\- p2da:2j 
on aura immédiatement une intégrale complète de l'équation 
proposée. Les équations (a) sont les équations canoniques, 
ou elles deviennent de telles équations en égalant la suite des 
rapports (a) à dx. L'intégration de l'équation /= o est donc 
plus simple que celle des équations canoniques correspon- 
dantes, puisqu'il suffit de connaître w/ie intégrale de ces équa- 
tions distinctes dey= h pour résoudre cette équation (c'est 
du reste ce que fournit le théorème de Liouville), 

Le cas oij l'équation /r:= A dépend de deux variables est 
donc résolu : passons au cas général. 

Commençons par calculer la fonction y*^ ; il faudra pour cela 
résoudre l'équation aux dérivées partielles [f^f^)=^o ou 

^d \ ôXi dpi ' dpi dxi I 

ou les équations différentielles ordinaires 

dps^ _ dp't _ _ dxi _ o?a?2 

\<)xj \dxj ' \dpj \dpj 
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OU, ce qui revient au même, en introduisant une variable 
auxiliaire x^ les équations canoniques 

^ dx dpi dx àxi 

Une intégrale quelconque de ces équations canoniques ne 
contenant pas x et renfermant une constante arbitraire h\ 
fournira une équation /i = h^ qui sera l'une de nos équations 
( 3), ou, si l'on veut, la valeur de la constante h\ tirée de l'inté- 
grale en question des équations (5) fera connaître une fonc- 
tion f^ satisfaisant à l'équation (/, /t) = o. 

La fonction y*2 doit satisfaire aux deux équations 

(6) (/,/2) = o, (/i,/j) = o. 

Si Ton connaît une seconde solution <p des équations (5), elle 
donnera (/, cp) = o, et, si elle donnait (/< , <p) = o, on pourrait 
prendre /2=ç. Dans ce cas, on aurait satisfait aux équa- 
tions (6), et, dans le cas particulier où / ne dépendrait que 
de trois variables, l'équation fz=i h serait intégrée par les 
équations /= /i, /< = h\ ^ f^^^ h^. Le théorème de Liouville 
permettrait d'ailleurs d'achever dans ce cas l'intégration des 
équations canoniques. 

Mais, en général, on n'aura pas (/,, cp) r=r o, mais bien 

cpj, cp27 • • •» î* désignant de nouvelles intégrales et ^k une 
constante ou une fonction des intégrales déjà obtenues; on 
peut alors chercher parmi les fonctions de /, /,, (p, cp^, . . ., 
^h-\ une expression y"2 qui satisfasse à (f^^f2) = o. On a, en 
effet, 



ou 
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OU 



(/.>/.) = (/., ?)|f+(/..<pi)g +...+(/.,?*-.) 5^ 



OU enfin 



(/i,/î) = ?i i^ -^?2 



^A , . .. àf, 



?Ar 



î 



En égalant (y^, y*2) ^ zéro, on peut calculery"2 en fonction de 
y?/*» ?î ?<» • • -î ?A-M au moyen de Téquation aux dérivées 
partielles 

Si Ton peut intégrer cette équation, on aura satisfait aux 
équations (6) et, je le répète, si la fonction /ne dépend que 
de trois variables, le problème sera résolu. 

Cette méthode, à la vérité, tomberait en défaut si Çi était 
une constante R, parce que l'équation (7) se réduirait à 

00 

et ne permettrait pas de calculer yi en fonction de ^; pour 
continuer l'intégration, il faudra, ou bien remplacer o par 
une autre iptégrale, ou bien, si l'on connaît une autre inté- 
grale cp' donnant aussi (/"i, «p')= const. = R', les combiner 
ensemble, et l'on aura 

On pourra donc prendre /i= r? — ï^ el même 



/,= 6 






Si la fonclion y dépend de plus de trois variables, il faudra 
encore satisfaire aux équations 
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Pour cela, on choisira une intégrale des équations canoniques 
satisfaisant aux deux premières, ce que l'on est censé avoir 
fait; en appelant à cette intégrale, on posera (J;| = (<J/, ^g), 
(ij;, ^i) = 4'2î • • -î P^is on cherchera, comme tout à Theure, 
une fonction de ^i, ^2? • • • satisfaisant à(/2j/3) = o, et ainsi 
de suite. 

Il est bon d'observer que l'équation (7 ) s'intègre en posant 







do 

t _ 


rfcpi 








?i 


?î 




ou 


do 




doi 






dt 


= ?i» 


dt 


= ?t^ 


ou 


encore 


rf^-ïcp 


— m ,. l 


h / 



d^k-i 


— dt 




dok-i 



dt 



= TA- 



dt^ 



Tz^ ='J>k{h, Al, cpi, ..., Ok-i), 



formule où l'on a remplacé / et fi (qui n'interviennent pas 
par leurs différentielles) par les constantes h et /i|. 



XVI. — Application. 

1" Proposons-nous d'intégrer l'équation 

(i) p\ 4-/?| -{- pi -f- xl -^ xl +jc| = A; 

on posera les équations 

djTi dx^ dx3 dpi dp% dp^ 

Pi ~ Pi ~ Pz ~ J^i ~" ^2 ~ ^3 ' 

d'où l'on tire les trois intégrales 

p\-hxl=au pl-\-xl=aiy pl-^opl = as, 

ct\i <^2) CLz désignant des constantes. L'équation (i) et l'équa- 
tion p^-^- x\ = a^ serviront déjà à calculer/?, ^p^t P^] il nous 
faut une troisième équation ; pour cela, prenant/?^ -\- x\^= «2? 
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nous observons que («i, a2) = o; il en résulte que Ton peut 
poser 

Pi--= cti—^h 

PI = «2 — ^2- 

Ces équations font connaître />|, /?2, p-i et, par suite, sont les 
intégrales du problème. 

XVII. — Perfectionnements de la méthode de Jacobi. 

Jacobi, dans ses Vorlesungen ilber Dynamik, a présenté 
sa méthode sous une forme plus simple que dans les para- 
graphes précédents. Supposons l'équation proposée /"= h 
résolue par rapport à /?! et mise sous la forme 

(i) /?i — ç>ii(^i, ..., /^/?2, ...) = o, 

Péquation/i == h^ sera déterminée par l'équation aux dérivées 
partielles 

La fonction fx une fois calculée, on pourra mettre f^^^Ii^ 
sous la forme 

(3) /?2 — ?22(^l, ..., h, Pi, ...) = 0, 

et, en remplaçant p^ par cette valeur dans (i), cette équation 
prendra la forme 

(4) Pi — ^ni^u . . ., A, Al, />3, . . .) = 

et ne contiendra plus p^ ; on aura d'ailleurs 

(/?1— .(pi2, /?2— ^22) = 0, 

puisque le système (3), (4), identique à /== ht, /, := A^, est 
intégrable. On déterminera ensuite /2 par les équations 

(/?1— ?12, /2) = O, (/?2 — Cp22, fï) = O ; 

par la méthode exposée plus haut, /a une fois connu, on 
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résoudra f^ = h^ par rapport à p^ et l'on portera la valeur 
de /?3 trouvée dans (3) et (4), et ainsi de suite. Les systèmes 
ordinaires que l'on sera ainsi conduit à intégrer seront de plus 
en plus simples. 



XVIII. — Règle à suivre pour intégrer une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre. 

Soit 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre entre 
les variables x^^ ^j, . . .^ Xn et les dérivées /?|, />2, . • -, Pn 
de la fonction inconnue u. Si la méthode de Cauchy lui est 
applicable, il faut la préférer à toute autre comme étant la 
plus expéditive ; mais il peut arriver que le système d'équa- 
tions à intégrer dans l'application de cette méthode présente 
des difficultés rebutant le calculateur. Voici alors ce qu'il 
convient de faire. 

Je suppose que, par un moyen quelconque, on soit parvenu 
à se procurer des intégrales de l'équation (i), c'est-à-dire des 
équations 

renfermant des constantes arbitraires et concourant avec (i) 
à former un système faisant connaître une partie des déri- 
vées/? : on peut chercher à compléter le système (i), (2), de 
manière à connaître tous les /?, comme on l'a fait par la 
méthode de Jacobi, et voici comment il faudra procéder. 
Observons que le système (i), (2) doit être complètement 
intégrable, c'est-à-dire que Ton doit avoir 

(3) (/li.,/v) = o, 

et cela même identiquement dès que Ton aura remplacé une 
seule des quantités p par sa valeur tirée de (i), puisque /i|, 
^2, ... sont des constantes arbitraires; si nous voulons 
trouver une nouvelle équation Z^+i ^^ /'a+i à adjoindre au 
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Système (i), (2), il faudra qu'elle satisfasse aux formules 
analogues à (3) 

et ce sera suffisant pour obtenir un nouveau système complè- 
tement intégrable. Ces équations (4) sont linéaires et homo- 
gènes : elles peuvent être remplacées par un système d'équa- 
tions aux différentielles totales, et ce système lui-même par 
un système d'équations ordinaires E, maïs beaucoup plus 
simple que le système primitif de Cauchy, vu qu'il contient 
moins de variables ; il suffira d'ailleurs de connaître une inté- 
grale du système (4) ou des équations aux différentielles 
totales équivalentes. 

On pourra ainsi adjoindre au système (i), (2) une. série 
d'équations de même forme et obtenir assez d'équations pour 
calculer les p. J'ajoute que, si l'on pouvait intégrer complète- 
ment le système formé de (i), (2) ei/f(^i = hfc^iy on aurait 
immédiatement la solution complète cherchée. 

Enfin, je dis que l'on peut diriger les calculs de telle sorte 
que les équations E, que nous n'avons pas écrites, soient 
canoniques, ce qui peut faciliter encore les calculs à cause 
des propriétés remarquables de ce genre d'équations. Résol- 
vons, en effet, les équations (i), (2) par rapport à p^ , p^t • . . , 
Ph^i et mettons-les sous la forme 

îp,, cp2, ... ne contenant plus /?,, p2j • • . , Pk+^ > représen- 
tons /]t^, par F; les équations (4) deviendront 

ou bien, en supposant que de F on ait éliminé/?!, /?2? • • ? 
Pk+i^ à l'aide de (5), 

f)F dF àoi dF àoi 

-h. . . = 0, 



-h. . . = 0, 



ÔXi dpk-i-2 àXk^2 àx/c+2 àpk-h2 

dF ôF <^c?2 dF à^2 



dX2 àp/c^2 dXk-^2 0Xk-h2 àpk+2 
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Ce système fournit les équations aux différentielles totales 

— dxk^2 = ". — * — d^\ ~^ — i d,Xi -f- . . . , 

opk^-i Optent 



dpfc-\-% = 3 dxi -h dx^ 

âX/c+2 OX/i-i-i 



et les équations E, dont nous parlions tout à Theure, spnt 

dXi àpic^i d^l ^^k-hi 



Ces équations sont bien de la forme canonique : tel est le 
perfectionnement considérable apporté par M. Mayer à la 
méthode de Jacobi. 



XIX. — Sur certaines conditions d'intégrabilité. 

Soient y*i,/o, . , . ,y,i des fonctions de m,/>i, /?2, . . . , /?/ï, 
Xij X2j . . . , ^/i et A^, ^2? • ' ">h,i des constantes déterminées 
ou arbitraires. Proposons-nous de trouver les conditions que 
doivent remplir les fonctions/ pour que, des équations 

on tire, pour /?<, />2> • • •? Pnt des valeurs fonctions de w, 
JC|, . . ., Xni telles que l'équation aux différentielles totales 

( 2 ) du = px dxi -h Pi dxi -f- . . . H- y?/i dx,i 

soit complètement intégrable (nous avons résolu p. 90 cette 
question dans le cas où les /ne contiennent pas u). 
L'équation (2) sera complètement intégrable si Ton a 

(3) dpj_ ^dpj^ 

dxj dxi 

ou 

dxj ^ du^J- dXi ^ du ^'' 
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en désignant, pour abréger, par la notation -^ la quantité 

dxi ~^ du ^'' 

Différenlions l'équation /^= h^^ par rapport à Xi] nous 
aurons 

(4) — + -"^^ ?^^_i-...-f-^ -^ = o; 

dxi dpi dxi ' ' ' ôpn dxi 

àf df df 1 A 

en représentant -i \- pi •— par -i— , on aura de même 

OXi ou dXi 

(5) ^d ^^^Rl ^^ ^ ^'Ùl ^Pl = o. 

dxi dpi dxi ' ' ' ' ~^p^ dxi 

Multiplions (4) par --^ et (5) par — --r^ et ajoutons-les; faisons 

dans le résultat obtenu « = i , 2, . . . , n et ajoutons toutes les 
équations ainsi formées : on aura, en vertu de (3), 

df^ 0/v dU ^/(x 



\ dxi dpi dxi dpi I ' 



résultat que nous écrirons encore, pour abréger, 

(6) (/li.,/v) = o; 

telles sont les conditions au nombre de auxquelles 

doivent satisfaire les fonctions /" pour que Téquation (2) soit 

complètement iutégrable. 

Réciproquement, je dis que, si les équations (6) ont lieu, 

l'équation (2) seracomplètement'intégrable. En effet, si l'on 

pose 

dpi dpj ^ 
dxj dxi "^ 

et si l'on ajoute les équations (4) et (5) multipliées par-— ^> 

— -^j puis qu'on somme les résultats par rapport à «, on 
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trouve 

en écrivant -r-^ - — » au lieu de -— -p— -— ^? a cause de 

àpj àpi àpj dpi ôpj ôpi 

la relation pij = — pji et/?// = o. 
Posons 

àff _ i> _ V -4 

àpj Ad 

(7) pourra s'écrire 

(/u.' fy)-^Zu^]xjCf>yjPij ^ o. 

Multiplions par ; — > et sommons en faisant varier ui et v 

de I à /i : nous aurons, en vertu des relations connues entre 
les mineurs d'un déterminant et ses éléments, 

Or R, déterminant fonctionnel des/, n'est pas nul, sans quoi 
les équations (i) seraient incompatibles ou indéterminées; 
donc on a bien/?/y = o, ou les relations (3), si les équations 
(/iA»/v) = oont lieu. 

Remarque I. — Les constantes /t|, h^-, - ••, lin peuvent 
être ou déterminées ou arbitraires; si les constantes en ques- 
tion ont des valeurs bien déterminées^ si elles sont nulles, 
par exemple, les formules (f^,/y,)=: o, qui ont lieu pour les 
valeurs des p satisfaisant à (i), sont par suite des consé- 
quences de (i). 

Au contraire, si A^, h-^, . • . , h^ sont des constantes arbi- 
traires, les formules (f^^ /v) == o sont des identités ; car, ayant 
lieu quels que soient les h, elles ont lieu aussi quels que 
soient les p. 
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Remarque II. — Les équations (/jx, /v) = o ne sont pas 
toutes nécessaires pour que l'équation (2) soit intégrable, en 
ce sens qu'elles sont satisfaites forcément quand d'autres con- 
ditions plus simples le sont : c'est ce que nous allons établir. 

On a identiquement 

quand on pose 

Ce théorème, qui est la généralisation de celui de Donkin, se 
démontre de la même manière, en remplaçant les expressions 
symboliques parleurs développements. Supposons alors que 
Ton ait 

on aura 

el, en vertu de (8), 

(/i,/23) = o; 

yia est donc une solution de l'équation aux dérivées partielles, 
linéaire, homogène, 

(fu V) = o, 

où V est la fonction inconnue. Si l'on assujettit V à rester 
constant pour o^i = j:J,Vsera constant, quel que soit^^ ; donc, 
si /as est nul pour x^ =^ x\, il sera nul quels que soient Xi, 
X2, ..., Xn* Ainsi, si les relations (8) ont lieu quels que 
soient x^^ x^-^ . . . , o:,, et si l'on a pour x^ =^ x\^ quels que 

SOICDI ^2) ^35 • • • ^ ^Hj 

(9) /23=0, /2; = 0, ..., f^n = 0, 

ces relations (9) auront encore lieu quels que soient Xi, 

Xoy • • • ^ X fj ^ . . • , 
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On peut donc dire que, pour que l'équation (2) soit inlé- 
grable, il suffit que 

y,2 = o, yi3 = o, ..., fin = o quels que soient a?!, ^Tj, ..., a7„ ; 

( pour 571 = 07}, 
/î3=0, /24 = 0. .... Jin=0 ) 

{ quels que soient 072, a?3, ..., ar,»; 
( pour a;, = 37}, 0:2 = 075, 

/34=0, , fzn=0 j 

( quels que soient 07.3, 074, ...,07,i, 

» j 

fn-\,n = o pour 071 = 07}, ..., 07„_i = 07j_i quel que soit 07,,. 



XX. — Nouvel exposé de la méthode de Jacobi. 

Proposons-nous d'intégrer l'équation 
(1) /=o. 

On pourra trouver une intégrale en déterminant des fonctions 
/m/2î/35 ..., ///_i, telles que/?!, /?2, .. .,/?,i tirées de (i) 
et (2), 

(2) /l=0, /2 = 0, ..., //i-l=0, 

rendent 

âfw = pi dxx -h . . . -\-pn dx,i 

intégrable; or /2, /s, . . . doivent pour cela satisfaire aux 
équations 

(3) (/,/i) = o, (/,/2) = o, ..., (/,/«_,) = o; 

et, pour :r< = x\^ à 



(4) 



Nous allons diriger les calculs de manière à retrouver la 
méthode de Gauchy : à cet efiet, nous intégrerons les équa- 
tions (i^) de manière que, pour x^^= x^^^^^pdx soit une 

différentielle exacte; les équations (3) et les suivantes seront 
alors satisfaites. 
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Les fonctions/, ,/2, /a, ... sont des intégrales de (/, V)= o, 
que Ton peut écrire 

ou des équations ordinaires 



(5) 





dp\ 
^Px 


il 

au 


dpi 




à.f 




du 








— d.X', 

(àf\- 


" 4 • ■ 



— dx^ 



\àpj 



du 



àf àf 



Ces équations, au nombre de in, se réduisent k in — i, en 

vertu de (i) (p. 99), et comprennent implicitement la 

relation 

du = pidxi-h . . .-^pfidx„. 

Intégrons-les de telle sorte que, pour Xi = ^J, on ait 

^2 = ^2» •••î ^« = -r,?, p^^pI, ..., Pn—p%, u=u^; 

on pourra alors appeler /;J la valeur de /?, tirée de (i) pour 
Xi = ûc^^, Toute combinaison de ces intégrales, par exemple 
le résultat de l'élimination des jo^, fournira encore des inté- 
grales de (3), et cela lors même que l'on aura établi des rela- 
tions entre les/?® et les x^. Posons alors 

Si entre ces équations et les intégrales de (5) on élimine les/?®, • 
leso:® etles ^^® , les équations résultantes donneront w, /?, ,/?î, . . . , 
Pn en fonction de ^j , ^2î • • -, Xn^^' i ® en vertu du théorème 
page 19, on aura pour u une fonction qui, pour Xi := a:J, se 
réduira à ny(^j, ^3, . . ., ^„)et, pour/?,,/?2, . . ., des fonctions 
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qui se réduiront aux dérivées de m; 2^ les/? et les u seront 
déterminés de manière à satisfaire à (i) et à rendre 

On retrouve ainsi la méthode de Gauchj. 

XXI. — Intégration de deux équations linéaires. 

Liouville a découvert un théorème qui se déduit bien faci- 
lement de ce qui précède, et qui peut d'ailleurs se démontrer 
directement; ce théorème, utilisé par Bour et par Jacobi, peut 
servir à l'intégration des équations aux dérivées partielles. 

Soient 



B(/) = B, ;^ + Bî ;J^ +. . . + B„ -^ 



? 



Al, Ao, . . ., 64, Bo, . . ., y désignant des fonctions de x^^ 
X'i, . . ., 07,2; A et B des symboles opératoires définis par les 
équations précédentes ; considérons les équations aux dérivées 
partielles linéaires 

(I) A(/)-o, 

(•2) B(/) = o. 

La condition d'intégrabilité de ces équations est 

y Vdk{f) dB{f) _ dk{f) ()B(/) 1 ^ ^ 
^d L àxi âpi dpi dxi J ' 

Pi désignant, pour abréger, -p- • En effectuant les calculs, on 
trouve 

Si Ton tire /?« et /?2î par exemple, de (i) et (2) pour les 
porter dans cette équation, elle devra être identique 5 mais il 
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est clair que, si celte équation (3) est identique, c'est-à-dire 
que si Ton a identiquement 

2(»'S;-*'S) = »' 



les équations A(/)= o, B{f) = o auront une solution com- 
mune, et il en sera de même de A(/)= const., B(/)= const. 
Il est facile de voir que, quand les relations (4) sont satis- 
faites, et c'est en cek que consiste le théorème de Liouville, 

on a 

AB(/)=BA(/). 

En effet, 



AB(/)= A.-i-fB.;^-.B.;^-. 






ou 



on a de même 

BA(/) = yB,A,-^+yB,-fi#; 

donc, en vertu de (4), 

B ;,/)-AB(/) = o 
ou 

AB(/)=BA(/); 

réciproquement, cette relation entraîne 



dxi dxi 



= o, 



quels que soient /?|, /?2, • • . ou les relations (4). Les for- 
mules (i) et (2) ont alors une solution commune. 



ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. l6l 

Voici maintenant l'usage que l'on peut faire de ce théo- 
rème. 

Supposons que l'on connaisse une solution de A(f)= o, 
et soil fi cette solution; comme A(y\)=o, on aura aussi 
BA{/i)= o ou AB(/i)= o; donc : 

I** Ou B(/| ) est une nouvelle solution de A(/) =: o ; 

2® Ou B(/i) est une constante égale à o, et alors /i est 
aussi une solution de B(/) = o ; 

3° Ou bien B(/4 ) est une fonction de f , ou une constante 
différente de zéro. 

Les deux premières hypothèses conduisent à des résultats 
dont l'utilité est incontestable. Plaçons-nous dans la première 
hypothèse, et soit B{fi) = f2; alors B(/2) ou AB2(/|)= o; 
donc : 

!** Ou B'^(/i) est une nouvelle solution de A[f)= o; 

2"" Ou bien B^{fi ) = o, et alors B/^ ou/2 est une solution 
commune à (i) et (2); 

3« OnpeutavoirB2(/2)=.F(/,,/2). 

En supposant que la première hypothèse soit réalisée, 
B'^(/i) pourra être une nouvelle solution de A(/)=o, ou 
B-(y*4) est une solution commune à (i) et (2), etc. 

Maintenant observons que la solution la plus générale 
de (i) est une fonction F(fi, f^t - . . , fn-\) de ai — i solu- 
tions particulières /i, . . . , fn-h] donc, si l'on ne tombe pas 
sur une constante, B'(/| ) dans le cas le plus défavorable sera 
une fonction de y\, f^, . . . , //, ces quantités désignant des 
intégrales de (i). Prenons pour variables /«, f^j ...,// et 
^/+4ï ^/+2î • • •) *^K> voyons ce que devient dans cette hypo- 
thèse l'équation B(/)= o. On a, en désignant par un d les 
dérivées prises par rapport aux nouvelles variables, 

dxi dfi dxi df^ dxi 

• » 

àf ^ df ^ df ôf, ^ df df^ ^ 
èxi+x dxi+\ dfi àxi+i dft àxj+i '"' 

• • î 

L. — Traité d'Analyse, VI. 11 
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donc 

Or la solution commune à B(/) et A(/) = o peut être déter- 

. df df ^ , 

minee en supposant , ^ = o, , • = o, . . . , et alors on a 

pour la déterminer Téquation B/= o, qui se réduit à 
ou 

Lorsque B/^ est une constante différente de zéro ou une 
fonction de /i, cette méthode tombe en défaut, parce que 
Téquation précédente devient 

àf 



àA 



= o; 



mais alors, si Ton connaît une seconde solutionna de Ay= o, 
Jacobi a montré que l'on pouvait encore tirer parti de cette 
circonstance en cherchant une solution de B(y*) = o, fonction 
de/< et/o seuls; on a 

^i(/i)-^+T.,(/,)^=o, 

en supposant B(/, ) = ct< (/, ) et B(/2) = m^ (f^)' 

L'équation précédente peut s'intégrer par les quadratures, 
en intégrant les équations 

dfi _ d/z ^ 



alors on a la solution commune à (i) et (2 

_ r^A CdA 



1t-S 



TÎI2 
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Remarque. — L'intégration d'une équation aux dérivées 
partielles 

(0 A(/) = o 

est évidemment simplifiée quand on sait qu'elle a une solution 
commune avec une autre équation 

(2) B(/) = o; 

or une équation, telle que (2), sera connue toutes les fois qu'en 
changeant Xi en x^ -+- eBi , X2 en ^2 + 262, . . . , e désignant 
un infiniment petit, la fonction 

dans laquelle se change/, satisfera encore à (i), parce que, 
alors, on aura 

A[/+eB(/)]=o 

et, par conséquent, 

AB(/) = o; 

mais, A(/) étant nul, on aura BA(/) = o et, par conséquent, 
AB(/) = BA(/), et les équations (i)et (2) auront une solu- 
tion commune. 

La substitution Xt -f- eB| , 0:2 -+- eB2, . . . est ce que l'on 
appelle une substitution infinitésimale ; il suffit, comme 
l'on voit, d'en connaître une pour simplifier l'intégration de 
l'équation A(/) = o. 



XXIL — Transformation des équations aux dérivées partielles. 

Soient v^ oL^j oLf, . . ., a,^, ^i, jîa» • • -, |3« des quantités liées 
entre elles par la relation 

(i) <i(^ = pi«faiH- P2<a?aj4-. . .-4- ?/iû?a„, 

qui exprime que |3/= -r-* Proposons-nous de substituer aux 
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variables a, p, sf d'autres variables «, ^i, .Ta, . . ., /?4, /?2, • • -, 
telles que l'équation (i) se transforme en 

(2) du = p\dxi-\- pxdxiT\- , . ,-\- pfidxnt 
ou de telle sorte que l'on ait 

(3) {dv — ^idoLx — . . .— ^nd(in)= M(du — p^dx^ — . . . — p^dx,^, 

M désignant un facteur quelconque. En effectuant le change- 
ment de variable, cette formule devient 

et, en identifiant, 



(4) 



dv 
du 


^^ du 


... ?« ^^ M, 


dv 
dxi 


à%i 

P^ dxc 


... %';;^- Mp. 


dv 
dpi 


" ^' dp, 


9 ^^'^ n 
dpi 



L'élimination de M entre ces équations donne 



/ àv dv Q /doLi dax\ ^ /doL„ dan\ 



o; 



dv f. d^i r. àCLn 

' dpi ^ dpi ^ dpi 

l'élimination des quantités ^ donne 

d(p, a,,a2, .. ., a„) c)(p, a^, a?, . . ., a„) 

(o) -r, -^ Pi 77 r = o; 

^(^iiPliPli "',Pn) (^(f^,PliPl, "",Pn) 

si ces n équations sont satisfaites, il existera des quantités j3 
satisfaisant aux équations (5) ou (4), et les équations (i) 
et (2) pourront être transformées l'une dans l'autre. 
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Ceci posé, supposons que 
(7) V = o 

soit le résultat de rélimination de p^ , /?2î . . • , fnt pi ? • • • » 0/i 
entre les équations qui lient les Xj /?, u aux a, P, (^; en diflFé- 
rentiant cette équation, on a les formules suivantes : 

dv àpi ' ^iddaLk âpi 

De ces équations, on tire 

d\ dW <)(ai, a-T, . . .. a.., ) ^ c^((^, aj, . . . , a„) 



d\_ oV âi^ ^ ^ à\_ dai, 
dxi dv dxi "^ Âaà doifc àxt 

dS di> \^ d\ doLA- 

4- y -. — . =o. 



dv dXi à{pi,p<i, ,.,,pn) ' à(Xi,pi, ...,/?n) 

et, en remplaçant x'i par w, 

<^V _ _ ^ djoLj^aLi, .. ., oLn) . à{v, ai, . .., a„) ^ 
âv du à{pi,ptj ..,,pn) ' à(u,pi, ..,,pn)' 

en divisant ces formules membre à membre, on a 

\dxi * du) ld(xi,pi, ..^,pn) ' à{u,pupi, ...,/>/î)J 



c'est-à-dire, en vertu de (6), 
ou enfin 



dxi * du 



et de même 



dxi du ' 



d\ o ^V 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Soit V une /onction quelconque de u^ Xt, 
X2, . . . , ^/i ; (^, «1 , a2, , . .y oLn si l'on pose : 

xr ^V dV d\ Q dW 
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ces formules permettront de calculer les quantités m, x^ , 
x^f . • . , Xfi^ Pi, P21 • » . , pn en /onction rfe (^i , a^ . . . , a„, 
P, , p2j • • • 5 Pn î ^^) si i'on a 



on aura aussi 



Pi = 


Ou 

dXi 


p/- 


du 



On le vériiie aisémenl comme il suit : différen lions V = o, 
nous aurons 

X? <^V , 0\ ^^ Ou . V <^^ ^ «^V V ^^ j 

jLdâTi ' OUJ^ OXi ' jUl OOLi ÙV ^ OOLi 

ou, en vertu de (8), 



Ou 



2(^'- <£•)''■"'•-- 'J2(?'- S)''"'^"' 



il résulte de là que, si /?/=^— ^quel que soit i, on aura 

j3/ = — quel que soit i. 

Cette théorie tomberait en défaut si les déterminants 

(a) —, ou - — 7- —7, — 

0{pu '"^ Pu) <>(pi, ••-, ji/t) 

étaient nuls. Alors les formules de transformation ne contien- 
draient pas les/?, elles ne contiendraient pas non plus les p. 
De là deux sortes de formules pour le changement de 
variables : 

i" Les transformations ponctuelles, dans lesquelles on 
donne directement r, a,, ..., a„ en fonction de u^ x^^ 

2° Les transformations de contact, pour lesquelles, les 
déterminants Ça) n'étant pas nuls, les quantités i^, ai, 
a2, . . . , art sont liées k u, Xi, , . . , x^ par des formules oii 
entrent les/? et les p. 
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XXIII. — Méthode d'intégration de M. Soplius Lie. 

Considérons le sj'stème d'équations aux dérivées partielles 
simultanées 

du _ j. ^^ _ / ^" _ /• 

dans lequel /"i, /2? •••? /m désignent des fonctions des 
variables ^<, ^2> - - -y ^ny ^o ^27 • • •? ^m et des dérivées /?|, 
/?2, . . ., Pnf de la fonction inconnue w, par rapport à j:^, 
jC2î ... î .2: ,4. Posons 

(2) M = v^ -h 6(a:i, 072, . . ., -p«, t^, t^, . . ., ^,„, ai, a», . . . , a»), 

et supposons que, Vj ol^, a^^ - - - -, '^n désignant des constantes, 
Il soit une intégrale de la première équation (i) en y sup- 
posant ^2> ^3) • • • , ^m constants. Prenons l'équation (2) pour 
former une transformation de contact-, en d'autres termes 
(voir le paragraphe précédent), posons, outre l'équation (2), 
les suivantes 

les équations (i) deviendront, en substituant les variables i', 
a^, a2, . . . , a/j, Pi , P2, • • • ) p// a m, ^i, . . . , Xny pi^ • • • ? Pn^ 

f\y /a? ••• désignant des fonctions de ai, a2, .... ^i, 
,82, . • .1 ^1, ^2) • • • 1 ^m. Mais la première de ces équations 
doit être satisfaite en supposant v indépendant de t\ et se 

réduire à -r— = o. Pour que les équations (4) aient une solu- 
tion commune, il faut alors que la variable t^ ait disparu de 
ces équations. Si donc la variable t^ entre encore explicite- 
ment dans les équations transformées, celles-ci n'ont pas de 
solution commune; si la variable t^ a disparu, on est ramené 



l68 CHAPITRE m. 

à intégrer le nouveau système (4) qui contient une variable 
ti de moins et une équation ^ == o dont on peut faire abstrac- 
tion. Telle est en substance la méthode de M. Lie. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Étant donné un système d'équations ordinaires (que Ton peut 
toujours supposer du premier ordre), reconnaître s'il a des solutions 
communes avec un autre système, et, dans le cas ou il en est ainsi, 
en profiter pour simplifier l'intégration de ce système. 

2. Intégrer le système suivant qui admet une intégrale complète : 

dx {y'z'—z'yj-^dy (z'x"— x'z')-^ dz (x'y—yz") = o, 
dx^ {y z — z" y)-\- dy {z" X — x" z) -h dz' {x" y — yx) = o, 
dx''{yz' — zy) -\-dy[zx' — xz') -hdz''(xy — yx') = o. 

(On peut observer qu'en ajoutant ces équations on obtient une 
combinaison intégrable.) 

3. Trouver la condition pour que l'équation 

p ^ p ^ p ^!L — 

dxi dxi ' dx,i 

où Pi, Pj, ... sont des fonctions de ^i, x^, ..., admette une inté- 
grale homogène, une intégrale complète homogène. 

4. Intégrer le système 

du = {3 u -^ i2v) dx -i- {i u -{- i!iv)dy, 

dv •={u-\-2v)dx -\-(^u-\- v)dy, 

(Proposé au Concours de Licence, à la Faculté de Paris, novembre 
i88i.) 

5. Intégrer 

yz^ dx -r- xz^ dy -f- {x'^y^ — xyz^ )dz = o. 

6. Intégrer 

dx(y^ — z^ — 2.xy -^ 2xz) -h dy{z^ — x^ — 'xyz -\- ixy) 

-f- dz(x^ — y^ — 2ZX -k- y.yz)^ o. 
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7. Étant données deux équations entre x, y^ z et deux constantes 
arbitraires a, 6, 

T(^, JK, z, a, b) = o l ( *(a7, jK, z)= a, 

( ou { 

^(x,y,z,a,b) = o) { W(x, y, z)=z b, 

on peut supposer que Xj y, z soient les coordonnées d'un point; ces 
équations représentent alors un système de courbes; par chaque 
point de l'espace il passe une de ces courbes. On demande de trouver 
les conditions pour que ces courbes soient normales à une même 
surface, et de trouver cette surface quand elle existe. 

8. Existe-t-il des surfaces dans lesquelles le plan tangent soit 
constamment normal au rayon vecteur issu d'un point fixe? 
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CHAPITRE IV. 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR 

ET ÉQUATIONS SIMULTANÉES. 



I. — Préliminaires. 

Si, comme nous l'avons vu, la théorie des équations aux 
dérivées partielles à une inconnue est une des parties les 
mieux faites du Calcul intégral, la théorie des équations 
d'ordre supérieur est tout entière à édifier. On ne sait 
presque rien sur ces équations : le nombre de celles que l'on 
sait intégrer est fort restreint; encore n'en a-t-on, la plupart 
du temps, que des solutions imparfaites sous forme d'inté- 
grales définies qui souvent n'ont pas de sens précis. Peut- 
être même ne connaîtra-t-on jamais la forme des solutions 
de ces équations. 

Il est vrai que, comme nous allons le voir, Cauchy a mis 
hors de doute l'existence des solutions dans des circonstances 
déterminées : il a prouvé que les solutions, pour une valeur 
particulière d'une des variables, se réduisaient, ainsi que leurs 
premières dérivées, à des fonctions arbitraires; mais on ne 
voit pas s'il doit entrer forcément des fonctions arbitraires 
dans les solutions, bien que ces solutions dépendent de 
fonctions arbitraires; d'ailleurs, l'idée de fonctionnalité dans 
ces questions prend une acception vague qui rend leur étude 
très obscure; on nous pardonnera donc si nous nous dépar- 
tissons dans ce Chapitre de notre rigueur habituelle. 

II. — Théorème de Cauchy. 
Cauchy a démontré, pour la première fois, que tout système 
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d'équations aux dérivées partielles contenant autant d'in- 
connues que d'équations admettait une solution. {Comptes 
rendus, 2® semestre 1842, p. 85; i®'' semestre i843, p. 469 
et 484.) 

Occupons-nous d'abord des équations dans lesquelles les 
dérivées des fonctions inconnues n'entrent que sous la forme 
linéaire, et considérons un pareil système résolu par rapport 
aux dérivées des fonctions inconnues prises par rapport à 
une même variable t. Nous allons prouver que : 

x^^x^t . • ^ ^ Xfi^t désignant des variables indépendantes, 
w, v^ w^ . . désignant des fonctions de ces variables, R, 
K', . . . , A<, Ap . . . , Bi, B'^, ... représentant des fonc- 
tions rfe J?i, ^2> . . . 7 ^, w, t», (V, . . . , on peut trouver pour u^ 
v^ w^ ... des fonctions satisfaisant aux équations 

1 -r- = K -t- Al h A2 3 h ...-{- Bi \- r>2 •:; h . . . , 

\ Ot OXx OX-i 0X\ ÔXi 

(') ^ ^=K'+A' — +A', — +...+ B' — +B', — 
dt dxx dx2 àxi âx2 



et se réduisant pour t= t^ à des constantes données m®, 



'0, ^v», 



i^" w\ . . . 



Pour établir ce théorème, supposons d'abord que les 
fonctions m, i^, w, . . . satisfaisant aux conditions énoncées 
existent et soient développables par la formule de Taylor; 
on aura 






(•'=.. 



l'indice o placé en haut ou en bas d'une lettre ou d'une paren- 
thèse indiquant que l'on doit y supposer t=^ t^. 

Les relations (2) étant supposées exactes, il en résulte que, 

a®, (^", ... étant des constantes, les dérivées 3—» 3—? ••• 

' ' ' OXi OXi 



1 
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sont nulles pour t =z t^ : alors les formules (i) donneront 

Ko> K.'oj • • • désignant les valeurs de K, K', . . . pour t = t^ 
DifTérentions les équations (i) : nous aurons 

diu dK ôK au ÔK dv 



àt^ dt du dt ôv àt 

. d^u . d^u du /dS^x àkx du 

--h Al- l-Ao-T r--H...-t--, — \-z i ; — ■ -.- 

dxidt dxidt dxi \ dt du dt 



si alors on suppose t = t^, il vient 



(4) 



i \dt^')o~\dt)o''\du)o^' 



^(■^)^«"^---^^^V^l)o^^--- 



Pour avoir les dérivées { - — r- ) ^ • • -• on différentiera les équa- 

\dxidt / Q * 

tions (i) par rapport à x^ , ^Coj ... et Ton aura 

d^u dK dK du , d^u , d^u 



dxidt dx\ du dxi dx\ dx^dx^ 

du /d Al d\y du 



dxx \ dxi du dxi 
et, par suite, 



d^u \ _( àK\ 
dxidt/o~ \dxi/o 



\dxidt/ \dXiJo^ 



la formule (4) devient alors 



).-(ï).-(s.«-a^)«'-^ 



d^u 
'dtî 

(—) 



+ A,o(^)+A„(g)^-H.... 



Calculons I -^ j ; il faudra encore différentier de nouveau les 
équations (i) par rapport à ^ et par rapport à ^4, X2, . . .. 
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Xn^ puis on fera t^=t^. On calculera ainsi successivement 
toutes les dérivées 

ces dérivées seront des sommes de termes de la forme 

â^i 00^2 ()T d^ ()y 



G 



oi 



âcc^i dxf' df^ du^ à^y 



• • • L ) ; 

/o 



a,, a2, . . . , T, jâ, y, . . . désignant des nombres entiers et G 
et L deux des quantités 

xV, ^li -"2) • • • » DI1 t>2> • • • » 

IV, Aj, Aji •.. tJjj t)j, •••, 

K«r A« 4;/ p« D'' 

) ■'^Ij ■'^^iJ •••1 '-^i' *-'2* •••» 



Il est facile de calculer une limite supérieure des modules de 
toutes ces dérivées. En effet, on sait que l'on a (p. 5, t. IV) 

/i'X /)3 Ax 

<- a, ' 'i ' V ' T ' ^^^ , 

' ^ j:^^*a:^'- ... a'^i^'Y ... t"^ 

x\, jc'2, . . ., w', p', . . . , /' désignant des quantités positives 
telles que j^i, .Tj, . . . , w, i^, . . . , ^ recevant des accroisse- 
ments de modules moindres que ces quantités, L conserve un 
module tout au plus égal à A. 

On pourra donc calculer une limite supérieure des mo- 
dules des divers termes des séries (2), ce qui va nous per- 
mettre de prouver qu'elles sont convergentes. 

Considérons d'abord le cas où l'on aurait 

A j = Aj = . . . = Bi = B2 = . . . = Kj = Kg = . . . 
:= Aj = A2=.»«^^^^ i>j ^^ B 2 = • • • ^^^ A 1 -^ iv 2 ^= . • • 
A 

^1 *^2 * • • '^^ • • • ^ 
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les équations (i) se réduisent à 



, / du du dv dv 

A ( I-f- -T 1- -T h. . .+ ^ \- 



, ... du dv \ dxx dxz ' dxi dx 

(i bis) -T7 = -t: 



...) 



dt dt XiX^ . . , uv . . , t 

Il est facile de trouver une intégrale de ces équations, il suffit 
pour cela de prendre d'abord 

fl = M — u^ z= \? — ç^ —. , , , ^ 

et de déterminer 6 au moyen de l'équation linéaire aux déri- 
vées partielles 

x.a:,...(««H-6)(.« + e)...*^=A(.+ !x-J-+(x^ +...), 

OÙ [JL désigne le nombre des fonctions u^v, .... Pour intégrer 
cette équation, on commencera par intégrer les équations 
ordinaires 

,- dxx dx>, Kdt 

— a6 = 



|JL [X JCi 072 . . . ( W^ -h 6 ) . . . ^ 

L'une des intégrales est 







(5) log^ "" X f (^î-[AÔ)(^§-p.^)-..(wO-i-e)...o?6; 

c'est aussi une intégrale de l'équation aux dérivées partielles, 
intégrale qui s'évanouit pour 1=^1^, Si nous désignons par 
y*(6) le second membre de cette équation (5), nous pourrons 
la mettre sous la forme 

(6) 1 = ^6^^^ ou ^ — ^0= ^0(e/(6)_,); 

de cette équation on déduira des valeurs de w, ç^, ... satis- 
faisant à (i bis) et se réduisant à w°, p^, . . . , pour t = t^. Or, 
en vertu de la formule (6), 8 est développable en série ordon- 
née suivant les puissances croissantes de ^ — t^; tant que cette 
variable t — t^ restera comprise à l'intérieur d'un cercle dé- 
crit de l'origine comme centre ne contenant pas de racine 
multiple de l'équation (6), cette équation ne peut avoir de 
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racine multiple que siy'(O) = o, c'est-à-dire que si ô est égal 

/y.0 

à l'une des quantités — ? • • • j — w®, — ^^, Or, si l'on sup- 

pose t très voisin de ^®,/(0) sera très voisin de zéro; si donc 

aucune des quantités—» •••> — w", —v^f ... n'est nulle 

pour t=tl, 6, pour des valeurs de t voisines de t^, sera 
développable suivant les puissances entières de t — t^^ et cela 
à l'intérieur d'un cercle dont on pourrait, si l'on voulait, cal- 
culer le rayon. 

Il en résulte que les solutions W|, ^i, ... des équations 
(i bis), qui se réduisent pour t = t^ ku^^ v^, . . . , pourront se 
développer en séries ordonnées suivant les puissances ascen- 
dantes de ^ — i^. Ces développements pourront s'effectuer 
par la formule de Taylor, comme on l'a fait pour les solutions 
du système (i) supposées développables^ mais chaque terme 
du développement de Wj, ou de t^i, . . . , aura pour coefficient 
le module maximum du terme correspondant dans le déve- 
loppement de w, <^', . . . , supposé possible. Donc les séries (2) 
sont convergentes entre les limites des variables pour les- 
quelles A, B, ... ne prennent pas le module maximum A. 
Reste à prouver que les formules (2) résolvent bien les équa- 
tions (i); c'est ce que l'on établira comme il suit : 

Différentions (2), nous aurons 

du _fdu\ . ./àiu\ dif 

or ( -^-T ) n'est autre chose que le second membre de la pre- 
mière formule (i) où Ton a fait t=:t^; (-T77) n'est autre 

chose que sa dérivée relative à C dans laquelle on a fait 
t=z t^^ . . .; donc les seconds membres des formules précé- 
dentes sont les développements en série des seconds membres 
de (i) : ces équations sont donc satisfaites. 
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III. — Complément et discussion des théories précédentes. 

11 est prouvé que, pour des valeurs de t voisines de t^, les 
équations (i) admettent une solution w, ^, . . . , les fonctions 
M, (^, ... se réduisant à des constantes u^j p®, ... pourvu 
que t^j x\^ x\^ . . . , M®, ... ne soient pas nuls; mais il est 
facile de voir que ces conclusions subsistent encore si ^<* = o, 
j;J = o, ^2 = o, . . . , w® = o, ... ; il suffit pour cela de faire 
subir aux formules (i) un changement de variables consistant 
à augmenter m, (^, . . . . ^Ti, x^, , , . ^ t^ ... de quantités con- 
stantes. 

Maintenant nous allons prouver que l'on peut toujours 
intégrer les équations (i), de telle sorte que, pour t = t^, u, 
^, ... se réduisent à des fonctions données de .Ti, X2, . . . , 
x,ij à savoir <p, *>{', .... 

Posons 

pour tz=zt^^ w, V, ... devant se réduire à cp, i^, ..., L), 
V, ... se réduiront dans la même hypothèse aux constantes 
«^, v^y ... ; quant aux équations (ï) elles deviendront 



où Ton a posé, pour abréger, 






» 1 



Et, pour résoudre la question, il faudra intégrer le système (A) 
de telle sorte que, pour ^= ^®, U, V, . . . se réduisent à m®, 
i^^, . . ., ce qui est possible. 

Le théorème démontré précédemment tombera en défaut 
quand A sera infini ou indéterminé, c'est-à-dire quand Tune 
des quantités A, B, . . . cessera d'être finie ou déterminée; 
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mais les fonctions u, v, , , . n'en existeront pas moins pour 
toutes les valeurs des variables pour lesquelles cette circon- 
stance exceptionnelle ne se présentera pas. 

Les équations (i) ne possèdent qu'une seule intégrale 
développable en série ordonnée suivant les puissances de 
t — t^, telle que u^ v, , . . se réduisent pour t=:t^à des 
fonctions données (f^i^,.,.deXi, ^2; • • •? ^n- 

Si, outre l'intégrale w, v, ... jouissant des propriétés 
énoncées, le système possédait une seconde intégrale jouis- 
sant des mêmes propriétés, on pourrait représenter cetle 
nouvelle intégrale par m 4- e, (^ 4- rj, ... ; les fonctions £,7), » . . 
devraient alors s'annuler pour t= t^. Si alors, dans (i), on 
remplace u par w + e, ^ par ^ 4- -/i, . . . , on aura, en marquant 
par un A les accroissements que subissent alors les diverses 
fonctions qui entrent dans ces formules, 

ât de ' ' \àxi âxi 

Si l'on fait alors usage des formules (i), puis si l'on développe 
AA,, AAo, . . . suivant les puissances de e, de r,. . . . , on aura 

^^ A TZ A 4 <^" / 4 A 4 X ^^ 

AK -+- AAi -r— ^ -i-(Ai -f- AAi) 



ât ' âxi ^ ' '' dx-i ■■" 



Or, si l'on suppose e etv) développés par la formule de ïa^^lor 



^= a! 



Ti = 



puisque e et vj sont nuls pour t= t^, on voit que tous les 
termes du second membre de la première formule (B) seront 
infiniment petits de l'ordre a au moins, tandis que le premier 
membre sera de l'ordre a — i : ce résultat absurde montre que 
e, r,, . . . sont identiquement nuls. c. q. f. d. 

L. — Traité d'analyse, VI. 12 
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Remarque. — Il peut arriver que des équations aux dérivées 
partielles linéaires, bien que distinctes au point de vue algé- 
brique, ne puissent pas, comme nous l'avons supposé, être 
résolues par rapport aux dérivées des fonctions inconnues 
prises par rapport à une même variable; nos conclusions 
tomberont alors en défaut : ainsi le système 

du dç du âv 

ne peut avoir pour solutions que w + c^ = const. Plus géné- 
ralement, les équations 



âf da\ àf da 



dai àxx da^ àx\ 

àf àa^ àf da^ 
ôui dx2 da^ àx^ 



= o, 



= 0, 



que nous avons rencontrées en essayant de généraliser une 
solution complète d'une équation du premier ordre, ne dépen- 
dent que d'une seule fonction arbitraire quand on y considère 
Ui , «2) • • • comme les inconnues. Mais il pourra aussi arriver 
qu'un simple changement de variable fasse rentrer le cas par- 
ticulier que l'on considère dans le cas général. 



IV. — Équations aux dérivées partielles qui ne contiennent pas 

les fonctions inconnues. 

Lorsqu^un système d'équations aux dérivées partielles 
du premier ordre ne contient pas les fonctions inconnues 
elles-mêmes, on peut toujours ram,ener son intégration à 
celle d'un système d'équations linéaires; l'intégrale géné- 
rale, d'ailleurs, se compose de fonctions qui, pour une 
valeur pdrticulière de l'une des variables, se réduisent à 
des fonctions données des autres variables. 

En effet, résolvons le système à intégrer par rapport aux 
dérivées des fonctions inconnues prises par rapport à une 



j 
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même variable : il pourra se présenter sous la forme 

, . du âç dw , 

(') 11='^' Tt='^' -dt=^' ■■■' 

w, (^, pp, ... désignant les fonctions inconnues, a:^, X2, . . . , 
Xfi, t^ les variables et «p, 7, ^, ... des fonctions de x^, 

posant pour abréger 

du dv dw 

P'=W ^'=^/ '•'=d5i' •••• 

Intégrer le système (i), cela revient à trouver des fonctions 
w, r, ... 5 /?/, qtj . . . telles que l'on ait 

/ du= pidxi-^. .,-\- pndxn-^^dt^ 
('^) \ dv = qxdx^^. . .^ qndxn-^y^dt, 

( ; 

pour cela, il suffit de calculer p^^ p2, . . . , q{, q2-, ... de telle 
sorte que les seconds membres (2) soient des différentielles 
exactes; les valeurs de m, i^, ... seront alors fournies par 
des quadratures. 

Pour qu'il en soit ainsi (p. 202, t. III), on a vu qu'il suf- 
fisait que l'on eût ; 

1° Quels que soient ^Tj, X2, • • • ? ^^ 

àpi __ (^\ — ^.V^^'.Vj^ ^• 

ât \àxi) âxi ^d dpff dxi jhmà àqk àxi 

k k 

(3) \dqi ^fd^\^ 01 ^ y dx dpk ^ y d^ àg^ 

ât \àxi/ dXi Âd dp le dXi .émà dqk dxt 

k k 



2° Que ;7i, /?2î '"-, Pn fussent les dérivées d'une même 
fonction de Xi, 0^2, • • -, Xn pour une valeur de t^ particulière 
de t\ que q^, 5^3, ..., q,i fussent les dérivées d'une même 
fonction de X\^ X2^ . . . , j;« pour la même valeur t^ de t^ etc. 

C'est ce à quoi l'on parviendra si, considérant les équa- 
tions (3) comme linéaires aux dérivées partielles par rapport 
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à P\ î /?2» . . . , 5^1 , ^2? • • > on les intègre de telle sorte que, 
pour t = /**, on ait 

dm dm 

9i = Âzr' 9i = 



•M • • * > 



(i), (i), . . . désignant des fonctions données de x^, x^y . • • , ^//, 
auxquelles se réduiront w, ^, «-', . • . , pour / = t^. 



V. — Équations quelconques aux dérivées partielles 

du premier ordre. 

Considérons enfin un système quelconque d'équations aux 
dérivées partielles du premier ordre 

(1) cp=o, x=o, 4/=o, 

que nous supposerons, pour fixer les idées, au nombre de trois, 
cp, y, if désignant des fonctions données des fonctions incon- 
nues w, p, pp de leurs variables x^^ x>^^ . . .^ Xn et des déri- 

, du âif dw * , 

vees 3 — > 3 — > V—» •• •• Admettons un instant que ces equa- 

OXi OXi oxi ^ *■ 

tions possèdent une intégrale et que cette intégrale soit 
représentée par les équations 

(2) F = a, G = ^>, H = c, 

F, G, H désignant des fonctions de w, (^, çv, x^, . . . , Xn et a, 
bj c trois constantes arbitraires; si des équations (2) et de 
leurs dérivées 

/ ôV d¥ du d¥ dv dY dw 

= 0, 



dxi du dxi dv dxt dw dxi 

n^ l — ^ ^ ^ EL dG dw _ 

\ dxi du dxi dv dxi dw dxt "^ ' 



•i 

d^^ d^^ du ^h dv d\\ dw 



dxi du dXi dv dxi dw dxi 



= o 
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on tire w, (^, ix> et leurs dérivées pour les porter dans (i), ces 
formules (i) deviendront des identités, c'est-à-dire seront 
satisfaites quels que soient x^^ x^^ ..., ^,|, a, 6, c. Ceci 
revient à dire que, si des formules (3) on tire les valeurs des 

du dv dw 1 1 / \ 1 f • ,1 

1~-^ d~-^ à~- P^^^ ^^^ porter dans (i), les équations résultantes 

seront identiques quand on remplacera w, p, iv par leurs 
valeurs tirées de (2); mais elles sont identiques sans qu'il 
soit besoin de faire celte dernière substitution, car on peut 
toujours choisir a, 6, c de manière à faire acquérir à w, p, sv 
des valeurs arbitraires, et, comme elles ont lieu quels que 
soient a, b, c, elles ont aussi lieu quels que soient m, t^, w. 
Ainsi les fonctions F, G, H, si elles existent, satisferont 
aux équations différentielles obtenues en remplaçant dans (i) 

^--> -r— î 3— par leurs valeurs tirées de (3), à savoir 

OXi ÔXi OXi ^ \ /' 



(4) 



du 


d{¥, G, H) 


. ^(F, G, H) 


ÔXi 


d{Xi, V, w) 


d{u, V, w)' 


dç 


^(F, G, H) 


. à(F, G, H) 


dxi 


d(a, Xi, w) 


d{Uj V, w)' 


dw 


^(F, G, H) 


. <^(F, G, H) 


ÔXi 


d{u, V, Xi) 


Ùi^U, i>, w) 



Ces équations, que j'appellerai 

(5) cp'=o, x' = o, f = o, 

sont aux dérivées partielles du premier ordre et ne contien- 
nent pas les fonctions inconnues F, G^ H, et les nouvelles 
variables sont u, c?, wp^, x^ Xo, • • . , ^/z» 

Les équations (5) admettent, comme on Fa vu au para- 
graphe précédent^ une intégrale générale et, par suite, une 
infinité de solutions particulières : je dis que, si F, G, H con- 
stituent une solution de (5), les équations (2) constitueront un 
système déterminant des valeurs de m, ^, (V, satisfaisant aux 

équations (i). En effet, si de (2) on tire ^— > -r— ;> -r— ou, ce 

qui revient au même, si on les tire de (4), les formules (5), 
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qui sont identiques, se transforment dans les équations (i), 
qui alors sont identiquement satisfaites. 

Les équations (i) ont donc aussi une intégrale générale; 
car, si Ton fait ^i = a?J, on peut faire en sorte que F, G, H 
deviennent des fonctions données de :r2, 0:3, . . . , jj«, w, (^, w, 
et, par suite, on peut faire en sorte que, pour x = x^^, les 
équations (2) fournissent pour m, p, iv des valeurs données 
fonctions de ^2, ^3, . . . , Xfi. c. q. f. d. 

VI. — Équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur. 

Les équations d'ordre supérieur au premier, aux dérivées 
partielles, se ramènent facilement à des équations du premier 
ordre et, par suite, sont intégrables. Pour ne pas compliquer 
les choses, nous considérerons une seule équation à une seule 
inconnue u 

(du du â^u \ 

«,^.,^„...,^,^-, ...,^, ...j=o; 

i] est bien clair que l'on peut remplacer l'intégration de cette 
équation par celle des suivantes 

/ àux \ 

du du 

qui sont du premier ordre. 

On voit, en outre, que la valeur la plus générale de w est 
telle que l'on peut choisir arbitrairement u, u^, u^t • • • pour 
x^=^ x\. En général : 

Uintégration d'un système d'équations aux dérivées 
partielles pourra s'effectuer de telle sorte que, t dési- 
gnant une des variables indépendantes , on pourra choisir 
arbitrairement^ pour t=toy les fonctions inconnues et 
leurs dérivées d'ordre immédiatement inférieur à celui 
avec lequel elles entrent dans les équations, 1 
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VII. — Méthode de Cauchy pour l'intégration des équations 
linéaires à coefficients constants. 

Soient w, i^, (v, ... des fonctions inconnues des variables 
t^ X, y^ 3, ... et L, M, N, ... des fonctions linéaires homo- 
gènes et à coefficients constants de u, v^ w et de leurs dérivées 
en nombre fini, relatives k t^ x^y, ... ; soient enfin 

des fonctions données de x, y^ . . ., t\ nous allons montrer 
comment Cauchy a intégré les équations linéaires et à coeffi- 
cients constants (Exercices d* Analyse et de Physique ma- 
thématique, t. I, p. 76) 

)_ / du (h du d^u \ ^ 

\i) \ ,, / du dv du d'^u \ 

V dt dt dx dt^ 1 

j 

en nombre égal à celui des fonctions inconnues 7^ f», ... 

Désignons par S un symbole opératoire défini par l'é- 
quation 

( se(Ç,T„ ...) 



• • 7 



ITZ 



l'exponentielle ne contenant pas ^ et les limites des intégrales 
étant — 00 et +00. 
Posons alors 

(3) M = SU, P = SV, tv = SW, 

U, V, . . . désignant des fonctions de Ç, r,, Ç, . . ., ^; la formule 
de Fourier donnera (p. 406, t. III) 
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les formules (i) pourront alors s'écrire 



s[L(u,V,...,^y-,g, ..., Uav/=7, ...,^» •••)"/(?, ...,0]=o, 



et les formules (3) donneront les solutions des équations (i) 
si Ton détermine U, V, W, ... au moyen des équations 
linéaires ordinaires 

LfU,V, ...,—, —, Ua/— I, ..., — -, •••)—/($, .. ,0=0' 

• •• • ..........^ 

dans lesquelles t est seule variable indépendante. Supposons 
que l'on intègre, par exemple, par la méthode de Cauchy 
(p. 296, t. V), les équations (4) de telle sorte que, pour ^ = ^o? 
U^ V, ... se réduisent à des fonctions données m®, p^, ... de 

ç, /j, Ç, ... ; que leurs dérivées -rr > -17 • • • • se réduisent aussi à 

des fonctions données (si c'est possible) pour t =z t^^ . . ., les 
valeurs de m, p, . . . données par les équations (3) jouiront de 
la double propriété : i " de satisfaire aux formules ( i) ; 2** de se 
réduire, ainsi que leurs dérivées relatives à t, à des fonctions 
données de x^y, z, 



VIII. - Application a l'equation -^- = a^ (^— + — + — j . 

Proposons-nous d'intégrer l'équation 

du _ 2/^ . d^ à^u \ 

que l'on rencontre dans la théorie de la chaleur. Il faudra 
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poser 



. — » 



et intégrer l'équation 

dU _ 

dt " 

d'où l'on lire 



-a«(a2U -^S^U-I-Y^U); 



0)2 désignant pour abréger a-^ H- ^^ + y2 et/(i, r,, j;) dési- 
gnant une fonction arbitraire; on aura alors 



r r r r r r"^" ^ . .,..>. , , t/a J? rfS c^r, û^Y ^Ç 

" ^ffJf/L^ -^^^^^-''^-^^-^ "''-'"'/(^' ^' ^^ -n^ -i^ -4-' 

et ^^ se réduira à/(a:, j, 3) pour ^ = /q- On peut écrire cette 
solution sous la forme 

da d^ âf^ <f7) c/y dl^ 

ITZ 2 TU '2 TT 

et même sous la forme 

1u = Ç Ç f f f Çe-^'^'(^-*'^>co%'x{ai—l)co?>^{y — ri)co%^{z — l) 
x/u, ri, g; ^^^ ^^ ^^^ 
Or on a (p. 260, t. III) 

en faisant usage de cette formule, (i) devient 
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en posant pour abréger r^ = ( Ç — <^)^ + ("'l — fT ~^(^ — ^)^ î 
on simplifie un peu cette valeur de u en posant 

et l'on a 



— -i-oe 

J J J ^ Tz^a^ 



d^u ^/à^u d^u d^u\ 



(0 



IX. - Intégration de -^^ = ««(^^ -i- ^^^ . ^^^^ 
En appliquant la méthode de Cauchy, on a 

J 2Tr 

et U est déterminé par Téquation 

d'où l'on tire 

U = F($, Y), Ocosap^-i--l-/($, T),Ç)siQap^ 
En posant pour abréger 

p2r= a2 + PS-I-^Î, 

la valeur de u se représente donc sous la forme 

et se réduit à F(a:, y, z) pour f = o; sa dérivée relative à t 
se réduit dans les mêmes conditions à/(^, y, z). 

Occupons-nous d'abord de la seconde intégrale et consi- 
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dérons a, P, y; x, y^ z et $, t), vcomme des coordonnées : 
posons 

5 = iP-h rcosiJ^sinO, t) =^ -h rsintji sinO, Ç = <5 -4- rcosO; 

r, 0, d» seront les coordonnées polaires du point Ç, yj, Ç. Pre- 
nons pour nouvel axe des z la droite qui joint les points 

x^j^ z et ^, 7), !J, et posons 

a = p costj^'sinô', p = p sintj^'sinô', Y = PCOSÔ': 

p, 6', ^{>' seront les coordonnées polaires du point a, p, y. La 
seconde intégrale, qui figure dans la formule (i), prendra la 
forme 



"ï / / / / / / /(a^-T-rcost^sinO, ...) 

^ Jq Jr^ «/q «/q «^0 «^'o 

X — sinap^ e'P«o«^'v'^pîr2sin6'sinô û?p dr d^ dWd^'d^\ 



l'intégration peut être effectuée par rapport à 9' et par rapport 
à tj/'; on a alors 

TZi f / I /(a7-Hrcost^sin6, ...) 

■^'^ t/o t/o «/j *^0 

X sin a p ^ sin p r - sin^ dp dr d^ d^ 
ou bien 

X [cos p{at~- r) — cosp(at-h r)] - sinb dp dr d^ d^ 

Cl 

OU bien encore, en supposant l'intégrale suivante finie, 

X cos p(at — r) - sin6û?p dr d^ d^, 
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c'est-à-dire, en vertu de la formule de Fourier, 



7~" / 1 f (x -i- at cos^ s\n%, y -h at sin^ siii^f z -\- at cos^)tsin^ dQ d^. 

Dès lors, il est facile de voir que la formule (i) peut se mettre 
sous la forme 



1 r"^ r^'^ 

M ^ — - / / f{x -h at cos^ sm^, y -h at sin^ s'in^^ z -\- at cosb)tsinQ d^ d'^ 

d I c^ r^"^ 



Cette transformation de la valeur de m a été effectuée par 
Poisson {Nouveaux Mémoires de V Académie des Sciences, 
t. III). 



X. — Application a 1 équation -r— ^ -+- -p^ h- ^^ = o. 



Proposons-nous d'intégrer l'équation 

d^u d^u d^u _ 
'dx^ "^ ~d^ "^ dz^' ~ ^' 

de telle sorte que la fonction u prenne des valeurs données 
sur les faces d'un parallélépipède donné. Soient x=± a^ 
y = àz b^ z = :h c les équations des faces de ce parallélépi- 
pède : nous poserons 

les limites de l'intégrale étant infinies; nous aurons alors à 
déterminer cp par l'équation 

d^tD 
on aura donc 



<p = Ae=v^a'+(i*4- Be--v/a«+^'. 
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Déterminons A et B, de telle sorte que, pour z = ± c, on ait 
?=/<(^7^.) ou/2(?, 7i); il faudra que 



donc 






A= ^ '' ^ .. 



g2tù g— 2W f , 



»2a) />-2a) 



si Ton prend alors 



00 



Z 



_, ^Y I {e^.f\ — e.~^ft)e'' -H-Cew/g— e-w/',)ec 



27C/ / e2a)_e-2a> 



00 



X cos[a(ç — 57)-i- P(7) — ^)]<^$ <ia<i7i û?^, 

w se réduira à f\{oc^y) pour ^ = -H c et à /2(^>JK) pour 
z = — c; si l'on prend les limites des intégrales relatives à \ 
et à 7) égales à — aetà+a, à — 6età + 6, a sera nul pour 
toutes les valeurs de x et dey, telles que 

par conséquent, pour x=^±a etj)/'==tfe, w sera nul. 
Appelons Uc cette solution : il est clair que 

Ua-\- Ui,^ Uc 

sera une solution jouissant des propriétés demandées. • 

Remarque. — On peut évidemment modifier la méthode 
d'intégration que nous venons de suivre et employer des 
séries, au lieu des intégrales multiples que nous avons intro- 
duites dans nos solutions. Ainsi, dans le problème que nous 
venons de traiter en dernier lieu, on aurait pu poser 

a et p auraient alors été des entiers variant de — oc à + oo 
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et la fonction cp aurait toujours été déterminée de la même 
façon. Les développements en série sont souvent employés 
en Physique mathématique. 

■»-« M «.• ^, à^u , du 
XI. — Sur lequation -r-^ -^ 4^^ ^ = o. 

L'équation 

d^u , du 

est célèbre : elle se ramène à la forme linéaire à coefficients 
constants en posant 

q = e-^^\ 
on a alors 

d'^u _ du ^ 
nous l'intégrerons par séries et nous poserons 

a— -Hoo 

Nous aurons alors 






et l'on satisfera à l'équation (2) en posant 

c'est-à-dire 
on aura alors 



w = y T-ij Ge-*''+«i^-^)v/-it/Ç, 
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C désignant une fonction arbitraire de S et de a. Si Ton rem- 
place t par — ilogy, on aura l'intégrale de (i) 



"2/ 






ou encore 



-2/ 



Cq * cosa(5 — x)d\\ 



si l'on faitC = — -;— > on trouve 

4a 



i 9. 

u — q^ sinx — ^* sinSar-h. . . , 



c'est-à-dire (p. 354, t» IV) 



"=i«(^') 



(I) 



XII. — Sur une sorte de paradoxe. 

Considérons l'équation très simple 

du d^u ^ 
~dt ^ â^' 



on peut l'intégrer de deux manières par la méthode de 
Cauchy, et faire dépendre sa solution de l'intégration d'une 
équation ordinaire du premier ordre en t, ou du second ordre 
en X. Dans le premier cas, la solution renfermera une fonc- 
tion arbitraire de x\ dans le second, elle renfermera deux 
fonctions arbitraires de ^ : il y a là une sorte de paradoxe qui 
se présentera évidemment dans un grand nombre d'autres cas 
et que l'on peut, sinon faire disparaître, au moins expliquer 
en partie au moyen du raisonnement suivant dû à Poisson. 

Essayons de développer la fonction u qui satisfait à 
l'équation (i) en série, par la formule de Maclaurin. En 
ordonnant d'abord par rapport aux puissances de t et en 
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prenant u arbitrairement et égal à cp(^) pour ^ = o, on aura 

et, par suite, 

(2) u = cp(^)-f- ^ f(x)+ ^ cp-(^)-+- -^ cp-(:r)-i-. . .; 

au contraire, si Ton se donne m et — respectivement égaux 
à ^(t) et y(^) pour a: = o, on a 

et, par suite, 

(3) ï^ = 'K0 + ^x(O+f^f (0+ j^x'(0-^-..-- 

On peut toujours choisir les fonctions cp, y, <{; de manière 
que les séries (2) et (3) soient convergentes et satisfassent 
à (i), et, bien que la condition de convergence restreigne la 
généralité des fonctions o, y, tj^ et soit à la rigueur une raison 
suffisante pour faire concevoir l'équivalence d'une fonction 
arbitraire et de deux fonctions arbitraires, on peut montrer 
directement l'équivalence des formules (2) et (3) en posant 

^(0= A-4-B --+-C '^ 



I 1.2 

^ ^ I 1.2 

La formule (3) devient alors 

U— A + A'^-f-B h B' — ^ — :r -+- 

1.2 1.2.3 



^ /b -i- B'- -h G — -f- C/^^, ^. . . ") 
i\ I 1.2 i.2.i / 

iL/c + G'^-i-... W..., 



formule équivalente à (2) si l'on suppose 

B r' x^ 

9(a?) = A H- S!x H ^ h B' -H 

^^ ' 1.2 1.2.3 
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Ce calcul, à notre avis, n'explique pas complètement le 
paradoxe, parce que rien ne prouve que (2) et (3) soient 
les intégrales les plus générales de ( i ) : rien ne prouve non 
plus que la méthode de Cauchy fournisse l'intégrale la plus 
générale de cette équation; d'ailleurs, les conditions de con- 
vergence imposées aux séries (2) et (3) ne permettent pas 
de considérer {f, y, A comme des fonctions tout à fait arbi- 
traires; des conditions analogues sont imposées aux fonctions 
en apparence arbitraires qui entrent dans les intégrales de 
Cauchy. Quoi qu'il en soit, il plane un nuage sur la théorie 
qui nous occupe, et il est bon de le signaler, bien qu'il ne 
nous soit pas possible de le dissiper. 

XIII. — Intégration d'un système à plusieurs inconnues. 

Désignons par w, i^, w trois fonctions inconnues de :r, 
y^ >3, ^, et par A, B, A', . . . des symboles opératoires définis 
par des équations, telles que 

A ^^ — a -r— : -f- a -r-r + « x— - -1- ?. o ^ — ^ h . . . , 



dx' dy^ dz^ dy dz 

dx^ * dy^ * âz^ dy dz 



rz, 6, a', . . . , «1, . . . désignant des constantes, en sorte que 
Au désignera une fonction linéaire des dérivées secondes 
de M, prises par rapport à Xy y^ z, mais non par rapport à t. 
Les équations 

— — =Am h- B'p-hB'w>, 

(I) { -^ =B''a-+-A'p-t-Bi^, 

^ = B'a -f-B^^ -h A-fv 

se rencontrent dans les questions les plus importantes de la 
L. — Traité d' Analyse t VI. i3 
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Physique mathématique : alors x^ y, z désignent les coor- 
données d'un point de l'espace et t le temps; quant à m, k>^ 
iv, ces quantités peuvent, suivant les cas, avoir des significa- 
tions diverses. 

Pour intégrer les équations (i), nous suivrons la méthode 
de Cauchy, et, posant en général 



§/(^,r, -5, 



= ("^)' f f f f f f -f^^^' ''" ^' ^)e»^-il(Ç-^Ja+(iQ-r).3+^2;-^)Yi d\ doL dt, d^ dl d-. 

■■- — ■ — ^— QO 

nous désignerons par «/,, v^^ w^ des fonctions de Ç, yj, t^, ^, et 
nous ferons 

alors nous aurons 

^ "O dt^ ' Ht^ ~0"5î*"' "^"O 



= S"'"" -5^=S"^"* 



df^ O dt^ dt^ O dt^ dt^ \J dt^ 

"" ~dô^ ~ Jj* "'' dxdy 

Au =Cpm„ B^p =SQ''*'» 

En désignant par P, F, F, Q, Q', Q'' les quantités 
— P = aa*H-a'p2-i-a'Y''-i- 26 py "♦- a6'aY + 26'ap, 



• • 5 



que l'on obtient en remplaçant dans A ^^, B «/,... , les dérivées 
relatives à x^, y^, z^^ yz^ . . . par a-, p^^ ^2^ Py, . . . , et si 
l'on porte ces valeurs dans (i), ces équations deviendront 



1 
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et Ton y satisfera en détermiaant u^, t^i, iVt au moyen des 
équations . 



(2) 



d^i>r 
dt^ 

d^W\ 
dt^ 






Nous allons intégrer ces équations de telle sorte que, pour 
^ = 0, «/|, Vi et sv^ se réduisent respectivement à ç(Ç, tj, t^), 

X(^' ^' ^)' ^(^' "^î ^^ q^^® '^"^^ dérivées -^, -^, -^^ se 
réduisent alors à cp', '^', tj^'. Alors Sw^, Sç'o Siv^ satisferont 
à (i) et se réduiront dans les mêmes circonstances à 

et cela en vertu de la formule de Fourier. 

Conformément à la règle donnée par Gauchy (t. V, p. 296), 
on posera 



Ui 



O ¥{s) ' 



F{^s) = 






p _ 52 Q» Q' 

Q'^ P' — 52 Q 

Q' Q p-' _- 52 



et 6|, 62, 63 seront déterminés par les équations 



e,(P-52)4-e,Q'-4-e3Q' 
e,Q'-+-02(P'-52)-f-e3Q 
eiQ'-he2Q-f-Ô3(P"-^2) 



XF(0, 

VF(5), 



en sorte que Ton aura 



"i = <S 



çSt 



/. ()F c)F r^F \ 

F{s) 



^1 



(V, =..., 



X, [JL, V désignant trois fonctions linéaires arbitraires de s dont 
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nous allons disposer pour satisfaire aux conditions initiales. 
Pour ^ = o, on a 

P /. dV ÔF aF \ ï 

dui n /. ôF ()F 



dt 



P /. dV (W dY \ s 



F (s) est du sixième degré, -rp du quatrième et -T7r,y ^ du 

second, ces deux derniers polynômes ne fourniront pas de 
terme au résidu. Si Ton remplace alors "k par ms -\- n et «/, 

par {f, — — par cp , on trouve 

.. dF I 

G z= I ms .^ » m ~ — '^, 

^ dP F{s) 



dF I 

^' ôP F {s) 



' r 



de sorte que 

P 6'"'' (5 '5 — ':>') f)F 

mm — ___ I J • ■ ' 

*~ ^ F(*) r>P 



^;f 



ou, remplaçant ,p par/(5), qui sera du quatrième degré sans 
termes de degré impair, 

_ r e^^iso-^ o')f(s) 
"'-"il" Fû) 

ou 

.j,^^-,J F{s) 

et, par suite, 

, , ( " = - ï^-. iffiffi'^ '" '-' '^ '' '^ '' 

( j ) < ' 

ç et iv se calculent de la même façon ; on peut simpliQer celle 
solution. Considérons, en effet, a, j3, y comme des coordon- 
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nées rectangulaires ; soient alors r la distance du point a, p, y 
à l'origine, <7, 6, c les cosinus directeurs du rayon r, et posons 

3t = ra — r cos<); sin 6, 
P — rè — r sin ^ sin 6, 
y — rc ^=rz rcosO. 

Soient a', 6', c' et a", b'\ c" six cosinus directeurs de droites 
formant avec r trois directions rectangulaires : posons 

posons enfin 

s T= (sr y — I 

et observons que les coeffîtients P, P' , P", Q, Q\ Q' con- 
tiennent a, p, Y au second degré sous forme homogène, en 
sorte que 

F{(jr\/—^i) et /(<T/V— ~ï) 

peuvent se mettre sous les formes 

r^Ffa/-^) et /'V/(cr/— T); 

la formule (3) deviendra 

a=~— i-^ Ç C C C C f f r^'drsm^ d^ d^ d^^ dr; dl' r d^ 

A désignant, pour abréger, la quantité, 

ax -\- by -\- cz = a7C0si]; sin 6 -}-^sint]^ sinô -h s cos6. 

Si Ton effectue les intégrations relatives àvj' et Ç', en appelant 

4>(i') et O'(S0 les intégrales de cp(i', r/, t^') et (j)' (S', tj', C), on 
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a cette valeur plus simple de u, 

ce qui peut encore s'écrire 
«= — ^ ^, rffffdrsin^d^d^ di' d^ e^^ (i'-h+at) ^-^ j ^ v/^ ) 

/EZ4 rrrrrrfrsin6rferf^rff'^a6'-^(^'-/^-^«î4^^(^. 



^=^^, f f f f fdrsin^d^d^d^'dner>^^^V-à^t) '^''^j^^^'} 
Tzf^dtJ J J J J ^ aF(av/— i) 



Cette fois la formule de Fourier permet de faire l'intégra- 
tion par rapport à r et Ç' ; mais, comme r ne varie que de o à oo, 
on prendra pour limites — ao et +Q0 en divisant le résultat 
par 2, ce qui donne 

,,^_L_ j! ÇÇÇ,..^d^d^d. ^'''-^pf^\^'^ 

i{iiz)^dtjjj ^ ctF((iv/— i) 

On trouverait des valeurs analogues pour t» et (v; les limites 
pour 8 et <{> sont o et tt, o et air. 



XIV. — Intégration d'un système d'équations linéaires 

et à coefficients variables. 

La méthode de Lagrange s'applique très bien au système 
suivant considéré par Jacobi, 

dux dui dui _ 






(I) 



or on a 
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dans lequel Xi, X2, . . . , U^ U2, . • . sont des fondions quel- 
conques des variables ^1, x-i^ . . . , ^/i et des fonctions incon- 
nues i/^, Uit . • . , itm- En eflet, remplaçons -r— ^ pAT pij : nous 
aurons 

1 Xl/?11 -t-X2/>12 -4-. ..-f Xrt/?l;t = Ui, 

' ....•• • ••...•«.« 

( Xi/?/;ii H- X2/>/n2 -f- . . . -4- ^nPmn = U,;t ; 

6?Mi =PiidXi -\- pi^dx^ -+-• .•-+-/>!» ^rt» 

• > 

Û?W,;, = /?,;ii dxi -\-pfni dXt -+-... -^ Pmn dXn> 

Si l'on tire /?i 1 , /?2i 1 • • • > /^mi de là pour les porter dans (i), 
ces formules deviennent 

Xi(t/Mi — pw dx^ — . . . — pxndxn) 

('^) ; 

X 1 ( du,n — />m2 dx^ — ... — p,nn dXn ) 

-+-(X2/?//i2-H. . .-+-Xrt/?/«»— {}tn)dXx = 0, 

Si nous égalons à zéro les coefficients des pij, nous obtenons 
les relations 

(3) \idx2 = ^idxi, \idx3 = \^dxif ..., \idxn = \ndxiy 
et les équations (2) se réduisent à 

( 4 ) Vidxi = Xj dui, . . . , U„i dxi = Xj rfa,;», 

en sorte que, si entre les ûc on établit les relations (3), les rela- 
tions (4) devront avoir lieu si les fonctions u satisfont aux 
équations proposées (i). Or les équations (3) et (4) peuvent 
s'écrire 

. , . dxi dxi dx,i ^_ dui __ dum 

A>i A2 A/i Ui V/n 

Soient 

leurs intégrales, ai, aj, ..., désignant des constantes et (p^, 
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cpa, •••, des fonctions des u et des x\ m de ces équations 
devront être des conséquences des autres; par suite, si Ton 
établit m relations arbitraires entre les fonctions cp, ces m 
relations permettront de calculer w^, «o, . . . , Um et seront les 
intégrales du système proposé. 

Jacobi arrive au même résultat par des considérations diffé- 
rentes. • 

Supposons que l'on ait intégré les équations (4), de telle 
sorte que pour Xx^=^x\ on ait ^2 = -2;!!, ..., w, = //^, 
«/2= «2» •••j ^^ pourra mettre leurs intégrales (5) sous les 
formes 

^1 , <ï>2 désignant des fonctions de X\ , ^2? • • • j ''i > "2? • • • ? 
et de :rj, ;r!î, . . . , w^ , w!î, Si Ton fait alors 

1M j = TîTj (3/2 , • • • ) X II ), 
M,;j = 7ïl/;|(;272î • • • ? *^« /) 

et si entre (6) et (7) on élimine x\^ x\^ , . . ^ x\^ u\^ . , , ^ w,% 
on aura (p. 19 ) des équations qui fourniront pour f^,, 
W27 . • . , Um des fonctions de ^i, ^2? • • • ? ^/i se réduisant res- 
pectivement à Cy< ( J?2> ^3) '• • • > «^/î)? ^2('^2» •••> ^/l)> •••? 

pour :r< = x\^ et qui, d'après ce que Ton vient de dire, seront 
des intégrales des équations proposées (i). 

Nous allons faire une application importante de la théorie 
qui précède. 



XV. — Nouvelle méthode pour rintégration d'une seule équation. 

Les équations du paragraphe précédent se présentent dans 
une circonstance importante. Je suppose que Ton veuille 
intégrer l'équation du premier ordre 

(i) -T- =y (^> ^u ^2' • • • j «^/lî PuP^i • • "> Pti)j 
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OÙ f est une fonction de x^ X\^ . . ., x,i et de p\ = -^ — > 

/?2 = ;t— ' • • • • Intégrer cette équation revient, comme on l'a 
déjà dit, à intégrer l'équation aux différentielles totales 
(a) du=^ pidxx~{- p^dr^-^ . . .-\- f dxy 

après l'avoir rendue intégrable par un choix convenable de 
P\, P2- ' ' ") Pn'i ^r le second membre de cette équation (2) 
(p. 202, t. III) sera une différentielle exacte si l'on a 



.3s àp, __(df\ 



dp, ( df\ àpn__(df 



-> • • • > — — — -^ — i -> 



dx \ àXi I Ox \ àxn 

et si, de plus, pour x = x^ ^ 

p\ dxi 4- /?2 dx-2 '\- . . .-{- pndXft 
est une différentielle exacte rfnj; or les équations (3) peuvent 



s'écrire 



1 ^P^ _ ^/ , ^/ ^P^ . . ^f ^P" 



dx dxi dpi âxi * dp„ ôxi 

l ^Pji = AL ^ÉL ^ ^ , ^/ ^P''. 

V dx dx,i âpi dx,i ' ' ' àp,i ôx„ * 

ces équations déterminent /? 4, yo^r • • •? P/t» 

En les intégrant de manière que, pour x = x^^ on ait 

CTiT dm 

les quantités /?|, /?2, - • . seront les dérivées partielles de la 
fonction cherchée w, et l'on aura ^ = -y^ ; donc les fonc- 
tions p satisfont aussi au système déduit de (4) par ce chan- 
gement, à savoir 

àpx df ^ df dpi _ ^ df dpi 



dx dxx dpi dxi ' " * dp,i dxn 



^ ^ df^ _^ d£dpn ^ ^ df dp„ ^ 
dx dXn dpi dx,i ' ' ' dpn dXn 
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lequel, d'après le paragraphe précédent, s'intégrera en posant 



dx 



dxi dp\ dpn 

"àf 'df -w 



ùfi Ox'i ôx,i 



En intégrant ces équations de telle sorte que pour:r = x^ on 
ait Xi=: x% pi=zp9 et en éliminant les x^ et les p^ entre les 
intégrales ainsi obtenues et les équations 

les/> étant connus, on aura 

U = W -^ I (pidXi-h...-hpndXn-hfdt)\ 

on retrouve ainsi de la façon la plus simple la règle donnée 
par Cauchy. 

XVI. — Équations de Laplace. 

La méthode de Laplace, exposée dans V Histoire de V Aca- 
démie des Sciences^ '778? s'applique aux équations de la 

- . y dz dz ô^z 

torme suivante, ou/?= t-» q = -r-y s = -7—7-» 

^ r dx ^ oy OxOy 

(1) s-\-?p^Qq-v-Zz= M, 

P, Q, Z, M désignant des fonctions de ^ et j^ seuls. Si Ton 
suppose^ constant, cette équation pourra s'écrire 

dq-^-Vdz-^iÇlq -\-Zz — 'Sl)dx=o] 

elle pourra s'intégrer comme une équation aux différences 
totales si l'on a 
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et son intégrale sera une intégrale première de (i), si Ton 
considère la constante d'intégration comme fonction arbitraire 
dey. On obtiendrait de même une intégrale première conte- 
nant une fonction arbitraire de x si l'on avait 

(3) ^_Z-+-PQ = o. 

Nous désignerons par A et B respectivement les premiers 
membres de (2) et (3); ainsi nous aurons 

Supposons maintenant A.^o, B^o : posons 
(5) u = q-hPz; 



on aura 



z = e-Sy'<iy Cue^^dydy. 



Portons cette valeur dans (i); nous aurons, tous calculs faits, 
en observant que, en vertu de (5), 5 + Vp n'est autre chose 

^ dx ^ dx^ 



— A «--^P^K CueS^^y rfj -h Q M = 



ou 



DifFérentions par rapport à y et supprimons le facteur C'^^'^^; 
nous aurons 

t / d^u du :^Q__^\ 

A\dxdf ^ df "' dy ôy ) 
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Nous poseron: 



A Or 



Q.-Q, 

âf \ A cl;'/ 

l'équation à laquelle satisfait u devient alors 

elle est de même forme que (i). Si les conditions d'intégrabi- 
lité s')' appliquent, on pourra l'intégrer et, par suite, intégrer 
(i); posons alors 

nous aurons 

A 1 = -^ c r- A — 



âx âj^ dxdy 



ou 



A,=^ 2Â — B 






(8) { dxày 

Bi-A; 

les formules (8) montrent que B| n'est pas nul, mais A, 
peut l'être; dans ce cas, l'équation (t) est intégrable. Si A| 
n'est pas nul, on opérera sur l'équation (7) comme sur (i), et 
ainsi de suite. 

L'inconvénient de la méthode de Laplace est de conduire 
à des calculs fort longs, sans donner la certitude que l'on 
ne finira pas par trouver des conditions d'intégrabilité satis- 
faites. 

Si l'on applique la méthode de Laplace à l'équation 
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il est Tacile de voir qu'elle sera inlégrable, si l'une des quan- 
lilés }^0î ^Hî ^^2i • • • ? définies par les équations suivantes, est 
nulle : 

7 1 > _ > d^'\0CrlQ 
A -- Ao, 'M— Aq :; — 3 > 

^^ - ^' d^ir-' ^' - ^' d^ — ' 



XVII. — Équations linéaires plus générales. 
J^'équation linéaire 

(I) A -— 4-2B ——-r-C-— -f^D^O, 

Ox^ ox ôy ôy^ 

dans laquelle A, B, C désignent des fonctions quelconques 
de X et ]', et dans laquelle D est une fonction linéaire de s, de 

p = ~ cl de q = -r- d coefficients fonction de x et y^ se 

ramène facilement au type de Laplace étudié au paragraphe 
précédent. 

En efl'et, si, à la place de x ely^ on prend deux nouvelles 
variables ^ et tj, en laissant indéterminées les relations qui 
lient x^y, 5, Tj, on aura 

ôz ôz i^ ôz Or. 



Ox Oz Ox Or, Ox 



Oz _ Oz 0^ Oz Or^ 
Oy ~ "Sj Oy Ori Oy 



Oxi ~ ~ô^ \0x) '^'^ 0\ Or, Ox ôx "^ Or^- \ôx) '^ 'ô\'ôj^^ 'ôr.'Ox'i 

0-U_ _ O'-JZ _6$ 0^ Oyz / 0'^ Ori Ot) 0^ \ 0^ Or, Ori 

Oxby 0^' Ox Oy O^àr^ \0x Oy Ox Oy / Or,^ Ox Oy 
Oz 0^^ Oz 0^-r^ 



0^ Ox Oy Or, Ox Oy 
(^_^/^y___ O'-z Or^ <)? ^^{'hy ^^ OzO^ 



206 CHAPITRE IV. 

ii.n portant ces valeurs de ^-r» , , > -t-t» 3-1 3- dans (i), 
'^ ox^ 0X0/ oy^ ox oy ^ ' 

et en déterminant \ et vj au moyen des équations 

\dx I àx dy \^y ) ~ ' 

\dx ) dx dy '^ \^y / ~ ^ 

l'équation (i) se transformera en une autre de même forme, 
mais ne contenant plus -^y -r-^j c'est-à-dire en une équation 

du genre de celles qui ont été étudiées par Laplace. \ et r^ 
satisfont à la même équation 

qui ordinairement se décompose en deux autres linéaires et 
du premier ordre; si ces équations sont distinctes, leurs solu- 
tions pourront être prises pour ^ etT) , sinon les solutions d'une 
même équation linéaire, étant fonctions l'une de l'autre, ne 
pourront être prises comme variables : la méthode tombera 
en défaut, mais on pourra toujours faire disparaître deux 
dérivées secondes, en prenant pour Ç une solution de (2) et 
pour 7) une solution de 

A ^ ^ +('-'^1 ^ + ^ iîA,,B + C ^ ^ =0 
dx dx \ôx dy dx dy J dy dy ' 

après avoir déterminé $. Mais cette dernière équation est 
satisfaite, quel que soit ç, quand B- = AC. En effet, en sup- 
posant A =: «2, G = 6^, elle se réduit alors à 

dx ^yJx àx dy ) ^ 

en sorte que l'on pourra choisir y^ arbitrairement . 



XVIII. — Application. 
Considérons, par exemple, l'équation 

(i) A— • 2B-^^ G — =0 

dx^ "^ dxdy . dy^ ~~ 



"T- = O, 
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dans laquelle nous supposerons A, B, C constants : si l'on fait 

a, p, a', P' désignant des constantes, l'équation transformée 
devient 

(Aa2-i-2Bap-HC?2)^ 

(2) { H-2(Aaa'-f-Ba?'-4-Ba'p-hGpP')^ 

cette équation se réduit à 

qui a pour intégrale 

/et F désignant des fonctions arbitraires. Si l'on pose 

(3) Aaî-i-2Bap-hG|32 = o, Aa'2-f- 2Ba'?'4- Cp'2 = o, 

équations d'où l'on tire les rapports ^> ô7' ^^ sorte que l'in- 
tégrale générale de (i) prend la forme 

(4) z=/(a.r-Hi3j^)-+-F(a'^4-P». 

a : p et a' : ^' devant satisfaire à (3) sont racines d'une même 
équation du second degré 

Am^-h 2Bw-H G = o, 

et l'on prendra pour | et q7 les racines de cette équation. 
Lorsque ces racines sont égales, c'est-à-dire quand 

B2— AG = o, 
la formule (4) ne contient plus deux fonctions [arbitraires, 
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mais celle formule ne donne plus la solution de la question. 
L'équation (i) est de la forme 

ff^ --— -h '2 ha — — 1- 6* -r— — o, 

ùx^ dxdy dy^ 

et Téquation (y») transformée de la forme 

Si l'on détermine alors a et ^ au moyen de la relation 

a% -f- 6fi = o, 

il viendra 

d'^z 

d'où Ton lire 

^-r,/(f)-i-F($), 

/et F désignant deux fonctions arbitraires, cl par suite 

où l'on peut remplacer a et p par 6 et — ci. 
Cette méthode est applicable à Téquation 

t)2 J d'^Z 



= a' 



(|ue l'on rencontre dans les questions les plus importantes de 
la Physique mathématique; mais nous intégrerons cette équa- 
tion à l'aide d'un autre procédé, afin de varier les méthodes. 
L'équation 

O'-z d'-z 

ox^ oy^ 

exprime que 

-- dy -h a^ —~ dx = d^ 

Ox "^ dy 

est la différentielle exacte d'une certaine fonction 6 de o: et y ; 
d'un autre côté, on a 

Oz dz 

-r- cly -~- —- dx — dz\ 

Oy -^ âx 
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de ces deux équations on tire 

d^ T~ adz — {dy -^ adx)(~ '~ ^ "ÂZr 

d^ — adz - (dy — adx) { ~ a — - ) > 

'\dx dy] 

ce qui prouve que H- a^ est fonction àe y -^ ax et que 
— a -5 est fonction de j' — ax (T. 1, p. 167); en appelant 
alors /et F des fonctions arbitraires, on a 



d'où l'on tire 



6 -h a2 =f{y -+- ax)^ 
^ — az = Y {y — ax) ; 



z= ~[/(y-^ax)-¥(y-ax)l 



formule équivalente à 

m 

z = t:^{y ^ ax)-\-^{y — ax), 

cp et tp désignant des fonctions arbitraires : telle est l'intégrale 
cherchée. 

Remarque. — On voit que, pour intégrer une équation 
linéaire homogène et à coefficients constants ne renfermant 
que des dérivées d'un même ordre, telle que 

dx^ dx^ dy ôx ày^ ây^ ' 

par exemple, il suffit de poser 

u = ^{x-\-(zy)\ 

l'équation à intégrer devient alors, en supprimant le facteur 

'/(or-l-a^), 

ce qui fournit trois valeurs de a; on voit donc que, si l'on 
appelle ai, a2, ol^ les racines de cette équation, l'expression 

M = cpi(a? H- a,7) 4- ^t{x -h a^y) -\- ^^(x -^ oL^y) 
L. — Traité d'Analyse y VI. i4 
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satisfera encore à l'équation proposée, cpi, cpo? ?3 désignant 
trois fonctions arbitraires que Ton pourra choisir de telle 

sorte que, pour y=yQ^ m, --, -— prennent des valeurs 
données. 

XIX. — tqnations de Monge et d'Ampère. 

Désignons par .s une fonction inconnue de x ety^ par/?, 
^1 j^ • ' àz dz d^z d^z â^z m, o, 

q, r, s, t les dérivées ^, ^, j-, -^-^-, -^. Monge, en 1784 

{^Histoire de l'Académie des Sciences)^ a essayé d'intégrer 
les équations de la forme 

R, S, T désignant des fonctions de x^ y, z, p, q; il y est 
parvenu dans quelques cas simples. Ampère (Journal de 
U École Polytechnique^ XVIP et XVIH*® Cahier, 1820), 
modifiant l'analyse de Monge, a étudié les équations plus 
générales de la forme 

(i) Rr-f-2S5-f-Tf-+-M(rf — 5Î)-i-N = o, 

R, S, T, M, N désignant toujours des fonctions de x^j^ z, 
/?, q. Bour a beaucoup éclairci les travaux d'Ampère et de 
Monge (t. XXII du Journal de V Ecole Polytechnique). 
Voici une méthode fort simple que M. Bertrand a exposée 
dans ses Leçons à l'École Polytechnique, et qui permet d'in- 
tégrer Téquation ( 1 ) dans le cas où elle possède ce que Ton 
appelle une intégrale intermédiaire ; c'est d'ailleurs le seul 
cas dans lequel Monge, Ampère et Bour ont réussi à intégrer 
cette équation ( 1 ). 
Nous dirons que 

(2) /-a, 

f désignant une fonction de x^y^ ^^P-, q ^t a une constante 
arbitraire, est une intégrale intermédiaire de (1) si la 
valeur la plus générale de z tirée de (2) satisfait à ( i ). 
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Supposons qu'une intégrale intermédiaire, telle que (2), 
existe; on la trouvera comme il suit : imaginons que Ton ait 
intégré l'équation (i) d'une manière générale; en différen- 
tiant celte intégrale générale par rapport à xety^ on aura 
six équations (A) d'où l'on pourra tirera,/?, q^ r, 5, t en fonc- 
tion de ûOj y, a. Si l'on porte ces valeurs dans ( i ), cette 
formule sera identiquement satisfaite, c'est-à-dire satisfaite 
quels que soient x^ y, a et la forme de la fonction arbitraire 
d'intégration dont dépend 5, et que nous supposons contenir 
trois constantes arbitraires ai, «2, ^3 distinctes de a. 

Des six équations (A) éliminons les quatre constantes : il 
restera deux équations d'où l'on pourra tirer /*, s en fonction 
de ^, p, q, 2, Xy y. Si l'on porte leurs valeurs dans ( i ), on 
obtiendra encore une identité en t^ /?, q^ z^ ^tYS d effet, la 
formule ainsi obtenue sera identique en a, «i, a2, «3, x, y 
quand on y remplacera ^, ^, /?, q par leurs valeurs; donc 
elle est actuellement identique, puisque l'on peut choisir les 
a de manière à faire acquérir à ^, z, /?, q des valeurs données 
arbitrairement. Or l'équation (2). différentiée par rapport à 
X et y y fournit précisément deux des équations obtenues en 
éliminant les a entre les équations (A); si donc on tire r et 5 
de ces équations pour les porter dans ( 1 ), on aura une iden- 
tité. Posons 

dx ) dx ^ dz^ 

àyj dy ^ âz' 
en différentiant (2), on a 

dx I dp dq ' 



\dy) ~^~ àp^ '^ àq 



Tirant r et 5 de là pour les porter dans (i), on* a un résultat 
de la forme 

P-+-Q^ = o; 



(4) 
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cette formule étant identique, on doit avoir 

P = o, Q = o 
ou, en remplaçant P et Q par leurs valeurs, 

--(l)f-(f)'-«(l)'- 
■'(l)--ll-(^)' 

Voilà deux équations auxquelles devra satisfaire la fonc- 
tion / s'il existe une intégrale intermédiaire. 

Si M était nul, on pourrait aussi procéder en éliminant r 
et ^ ou 5 et ^ entre (i) et (3); il faudrait éliminer s et /^ 

si -p était nul, et alors y ne contiendrait pas/?. M. Bertrand, 

dans les exemples qu'il traite dans son Cours, élimine r et l, 
La question peut être considérée comme résolue, puisque, 
pour trouver l'intégrale intermédiaire, quand elle existe, il 
suffit d'intégrer deux équations (4) simultanées du premier 
ordre à une seule fonction inconnue. * 

Les équations (4) peuvent se simplifier : en éliminant 



y on trouve 



['■(i)-^i-''i]'-<''^-"-Kf)'=°' 



et, en posant 

G =r S2 — RT -+- MN, 

le système (4) peut être remplacé par 



(5) 






ar 
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OÙ il ne faut pas oublier de remplacer (■/-) et (j-) p 

àf , àf ^ df ^ df . "" *^ 

^+/.^^-etpar^4-^/^. 

Remarque. — Prenons les équations (5) avec le signe 

devant le radical y/G, soity< une solution commune; prenons- 
les avec le signe — , soit/2 une solution commune, on aura 
alors 

M(|)-(S-/5)f-Rf=o, 

Multiplions ces équations respectivement par -—-y j^y — ~-j 

àfx ^ ^ ^ ^ 

— ;f^ et ajoutons, nous aurons 

\\dx} dp \dx) dp'^\dy) dq \dy)'dq\ "' 

si donc M n'est pas nul,/? et q tirés de/i = a^ et de/2 = (^1 
feront de pdx -\- qdy une différentielle exacte dz^ et z sera 
donné par Téquation aux différentielles totales 

dz —pdx-^-q dy. 

Appliquons ces considérations à l'équation 

(ci) rq* — •! spq -+- tp^ = o. 

Supposons qu'il existe une intégrale intermédiaire 

/=«; 



on aura 



( 

\àyl dp àq ' 



dx) dp àq ' 
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Entre ces équations et (a) éliminons r et ty nous aurons 

àf àf 



^m-^m- 



En vertu de la première équation, y est fonction de — ? x^ y, z ; 

en vertu de la seconde, il est fonction de z — px^ z — qy^ 
de/? et de q. On satisfera à ces conditions en prenant pour 
intégrale intermédiaire 

ou en posant 

11 reste à intégrer cette équation : pour cela, on intègre les 

équations 

, dv dz 

dx = — y-— = — , 

ce qui donne les intégrales 

^ = const., y -y- xf(z)= consl.', 

on en conclut 

z = F[y -hxfU)] 
ou encore 

7-+-^/(^)=/i(^) 
ou encore 

y^{z)-i-x^{z)=--i, 

(p et tj^ désignant des fonctions arbitraires; c'est l'équation 
générale des surfaces réglées ayant pour plan directeur le 
plan des xy. 



XX. — Intégration de l'équation des surfaces développables. 

L'équation 

( I ) rt — s^= o 
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est celle des surfaces développables ; pour Tintégrer, nous en 
chercherons une intégrale intermédiaire; cette intégrale, si 
elle existe, satisfera aux équations 



^F ÔF 



dx ôz 

dF ôF^ _ 

dy " dz 

On satisfait à la fois à ces deux équations en prenant F fonc- 
tion de /? et ^ seuls ; ainsi 

f^Py 9)"= const. 

OU même 

(2) APy^) = 

est une intégrale intermédiaire de l'équation proposée : il ne 
reste plus qu'à intégrer une équation du premier ordre, ce que 
l'on sait faire. 

XXI. — Imperfections du Calcul intégral. Un moyen d> remédier. 

Les considérations développées dans ce Chapitre contien- 
nent à peu près ce que l'on sait de plus général sur les équa- 
tions aux dérivées partielles d'ordre supérieur ou sur les 
équations simultanées : elles sont évidemment un aveu d'im- 
puissance. Il y aurait un moyen de remédier à celte impuis- 
sance; ce moyen, bien imparfait, pourrait rendre et a même 
rendu déjà de grands services. Il consisterait à former un 
grand nombre d'équations différentielles en partant de leur 
intégrale générale choisie arbitrairement : cette intégrale 
pourrait contenir des fonctions arbitraires; en éliminant ces 
fonctions arbitraires entre l'équation en question et ses dé- 
rivées, on trouverait une équation différentielle, et l'on 
essayerait de démontrer après coup qu'elle a pour intégrale 
générale l'équation qui a. servi de point de départ. 

On aurait de la sorte un catalogue d'équations que l'on 
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saurait intégrer, et qui pourrait souvent suppléer à Tinsuffi- 
sance des véritables méthodes de recherche. 

Nous allons donner quelques exemples de formation 
d'équations diflFérentielles. 

XXII. — Équation des surfaces gauches à plan directeur. 

Les surfaces gauches à plan directeur sont engendrées par 
une droite 

^ — Y, mx-î-ny = \, 

parallèle à un plan fixe que nous prenons pour plan des œy ; 
l'équation de la surface s'obtiendra en supposant deux rela- 
tions faisant connaître m et /i en fonction de y; si donc on 
suppose m = cp(5), n = ^(z)^ l'équation de la surface sera 



(0 




X cp(^) -i- y ^{z) — I. 




Soient 








dz 


9 


dz d'^z d^z 
dy ' âx"^ ' " âx ôy 





cherchons Y équation aux dérivées partielles des surfa- 
ces (i), c'est-à-dire une équation entre les dérivées de z qui 
ne contienne plus de traces des fonctions «p, if. A cet effet, 
différentions (i) par rapport k x Qly : nous aurons 

[a7cp'(-2)-i-7f (^)]/>-i-cp(^) = o, 
[xt]^\z)-^y^'{z)]q-^^{z) ^ o; 
d'où l'on tire 

Différentions encore par rapport à ^ et ^ : nous aurons 

[q^'{z)~p^'{z)\p-^-st:^{z) — r^{z)-=zo, 
[q ^' {z) — p '^' {z)\q -\- t ti^{z)-- s ^{z) ^ o', 

en éliminant q ^' {z) — p if' {z), on a 

[s^{z)—r^]^{z)]q — [t^{z) — s^{z)]p = Q 
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et, en faisant usage de (2) pour éliminer ç et <]>, 

telle est l'équation des surfaces réglées dont le plan directeur 
est le plan des xy. On peut parvenir à cette équation d'une 
autre manière. Si l'on difTérentie ( i ) en laissant .2 constant, 
on a 

^{z)dx -f- '^{z)dy — o; 
mais alors on a 

(i) o— pdx-^ q dy. 

L'élimination de dx et de dy donne 

(4) ^^C-s) "P^{z)^-o\ 

différentiant encore en laissant z constant, on a 

{sdx-^- tdy)^{z) —( rdx-^sdy)^(z) — o; 

en éliminant de là dx : dy et f{x) : i(s) au moyen de (3) 
et (4), on retrouve l'équation 

( > ) rq^ - 2spq -^ tp^ = o. 

Il est facile de démontrer que l'intégrale générale de celte 
équation (5) est fournie par l'équation (i). On tire, en effet, 
de(.) 



d'où l'on conclut 



et, par suite, 



I ^(z) 

Qp ^rr y - — - • 



àx __ «K-s) 



... d^x 

(^) 3-, =0, 



dy 



2 



qui serait sous une autre forme l'équation différentielle de la 
surface (i). Il est donc indiqué de faire un changement de 
variable, et, en effet, quand on prend x pour fonction, j>^ et z 
pour variables indépendantes, l'équation (5) se transforme 
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dans (6) qui, intégrée deux fois, donne 

Ttï(<3) et ll{z) désignant deux fonctions arbitraires. Cette for- 
mule représente évidemment la même surface que (i). 

Si l'on ne voulait pas prendre le plan des xy pour plan 
directeur, on mettrait les équations de la génératrice sous la 

forme 

ax -T- by -- cz — h, 

mx -^ ny — i ; 

a, b^ c seraient alors des constantes données et m, n seraient 
fonctions de h ; Téquation de la surface serait 

x^{ax -r- by r- cz ) \~y^{ax -i' by -h cz) = i. 

En différentiant cette équation et laissant ax -h by -{- cz 
constant, on a 

( 7 ) (^dx \-^dy =Oy 

(8) adx -\- bdy -i- cdz — o, 

(g) pdx -- qdy — dz ~Q\ 

l'élimination de dx^ dy^ dz donne 

a^ bo -h- c(p^ -- q(^) ~ o. 

En différentiant encore et laissant ax -h by + cz constant, 

on a 

^(rdx -\- sdy) — ^(sdx -i- tdy) ~ o 

ou, en éliminant cp et <{^ à l'aide de (7),- 

rdx^ -r- 'isdx dy -;- tdy^ — o; 

enfin, en éliminant dx^ dy, dz à l'aide de (8) et (9), on a 

{cp -h ayr^~~ is{a -r- cp){b -\- cq)-h t(b -f- cq)^ = 0. 
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XXIII. — Surfaces gauches à directrice rectiligne. 

Nous prendrons Taxe des z pour directrice : les équations 
de la génératrice seront 

mx 4- ny — o, 

ax -h by -h cz -h h = o; 

Ja dernière peut être résolue par rapport à 5 et mise sous la 
forme 

en tenant compte de la première; a. et P sont des fonctions 
de — ou de — > en sorte que Téquation des surfaces réglées 
ayant l'axe des z pour directrice est 



cp et <j^ désignant des fonctions arbitraires. Pour trouver 
Téquation aux dérivées partielles provenant de l'élimination 

de cp et tj^, différentions cette équation en laissant — constant : 
nous aurons 



{•^■) 



p dx ' - ^ ^*(?^ ~ ^ ( ) <^^i ydx — xdy = o ; 



l'élimination de dx et de dy donne 

(3) p^-^çy = ^'?('^)> 

différentions encore dans les mêmes hypothèses : nous aurons 

(4 ) pdx H- qdy •+• x(rdx -h sdy ) -hy{sdx -f- tdy) — (p I— \ dx. 

En éliminant dx^ dy, ^( — ) entre (2), (3), (4), on trouve 
( ) ) rx^ -h isxy -i- ty'^ = o : 
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c'est l'équation aux dérivées partielles des surfaces gauches 
à directrice rectiligne. Pour démontrer que son intégrale 
générale est donnée par la formule (i), il suffit de changer 

de variable, et de prendre pour nouvelles variables œ et -; 

elle devient alors 

^ = ^' 
et, par suite, on en tire 

mais un pareil changement de variable ne peut être indiqué 
que parce que Ton soupçonne la forme de l'intégrale générale 
de l'équation (5). • 

XXIV. — Sur les fonctions homogènes. 

On sait qu'une fonction homogène u de degré m des 
variables x,y^ z satisfait à l'équation 

/ ^d^u ,d^u ,d^u ' 

{ i ) < 

^^ 1 d^u d^u â^u 

I -4- lyz ~ — T — !- a zx - — ; h- 'ixy - — — = mim — i ) ;/ ; 

\ -^ dydz ôzôx ^ ôx ôy ^ ' ' 

([uelle est l'intégrale générale de cette équation? 
Pour répondre à cette question, posons 

, . du. du du 

il) ç — X - — f-y-T \- z ~ mu ; 

^ dx -^ dy dz 

on déduira de là, en vertu de (i), 

dv d{> dç 

ôx "^ dy Oz 

, , , I du du du\ 

c'est-à-dire 

dv dv dv , 

X \-y -T \- z -r- = — (m — i){> : 

dx *^ dy dz ' 
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la fonction {^ est donc une fonction homogène de degré 
— (m — i) et la fonction u sera donnée par l'intégration 
de (2). Comme un nombre quelconque peut se mettre sous 
la forme m(/n — i), on. voit que Ton pourra intégrer l'équa- 
tion (i) quand le second membre sera remplacé par o ou par 
aii^ a désignant une constante quelconque. 



EXERCICES ET NOTES. 

Dans tous les exercices suivants, -^ sera une fonction de x et de j^, 

dz dz d^z d^z d^z . 

ot Ion aura /,= ^,^=^,r=^,, , = ^j_^, / = -_; <p et ^, 

sont des fonctions arbitraires. 

J . pq = zs 

a pour intégrale 

2. s=f{z)pq 



a pour intégrale 



re-fn^)d^dz = 9(a7j-h^(7). 

(HoppE, Archives de Grunert, 1878.) 



3. 


p = q -^sy 


a pour intégrale 


z -^{x)-\-y^'{x) 


i. 


z — s-\-qy 


a pour intégrale 


z — o\x)^y^{x) 


r). 


Sp — TÛT — 



a pour intégrale 

z=ztu[x-^f{y)\. 

G. rx^-^isxy -^ty'^-\- px-\-qy = n^z 
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a pour intégrale 



^'''^V^/ JK'* \^/ 



7. s{y^ — x^)-^{r — t)xy -{-pjy — ga:; = o 
a pour intégrale 

8. s{x^-^-y^)--{r -h t)xjr —py — qx = o 

a pour intégrale 

z = ^{x^-i-y^)-h^{xx). 

9. q^r — ipqs -^- p^t = o 

est l'équation des surfaces réglées à plan directeur (le plan desa^^). 

iO. rx^~- isxy -i- ty^ = o 

est l'équation des surfaces réglées dont la génératrice rencontre 
l'axe des z. 

^1. px~\-qy — z-^sxy 

a pour intégrale 

z = x^{y)-^y^{x). 

12. p^t — ispq + q^h— ^ — i =o 

Y X 

a pour intégrale 

x^o{z)-hy^^{z)=r,i, 

13. rqx-i- s(qy~px)— tpy =0 
a pour intégrale 

14. Désignons par le symbole A((p) l'expression 

A(cp) = 



<^^? m -f- 1 <^© rri-{-i ào 



dydz X ~h z ây x -\- y dz 
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al par A*(cp), A3((p), ... les expressions A[A(cp)], A[A2(<p)],. . . • 
réquation 

ô^n , V \ da \ du j du~\ 

-r ; T h m(m-\~l)\ -, r- -z — ^r -— r= () 

dxàyoz \.\y — z)^ ox i^x-^zy oy {x -\- yY oz\ 

a pour intégrale générale 

u — A'«(cp)-h A'«()^)-f- A''*(i^), 

ip, )^, ^ désignant des fonctions arbitraires de y et z. 

( Moutard.) 
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CHAPITRE V. 

DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRExNCES FINIES. 



I. — Définitions. 

On appelle équations aux différences finies celles qui ont 
lieu entre une ou plusieurs fonctions inconnues d'une même 
variable x et leurs différences finies. 

Une équation aux différences finies est d'ordre /i, quand 
l'ordre de la plus haute différence qu'elle contient est préci- 
sément n. 

On peut toujours supposer la différence Lx de la variable x 
égale à un : en effet, si elle était égale à A, en changeant x 

en -T^ l'accroissement As de -s, correspondant à l'accroisse- 
ment Lx = h de x^ serait égal à un. 

Une équation aux différences finies peut être envisagée à 
deux points de vue différents : considérons, pour fixer les 
idées, l'équation 

on peut se proposer de trouver une fonction y^=zf(^x) con- 
tinue, telle que l'on ait, quel que soit x^ 

ou bien, on peut simplement se proposer de trouver une 
fonction numérique, telle que pour des valeurs de x en pro- 
gression arithmétique, par exemple 

• • • , ~~~' JLj ~~" Ij Oj Ij M y » » , y fC 9 » m y 
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on ait 

f{x -f- 1) —f{x) = xf{x). 

Nous nous placerons successivement à ces deux points de 
vue. Nous appellerons intégrales les solutions des équations 
aux diflférences finies. 

II. — Sur l'existence des intégrales. 

Considérons un système quelconque d'équations aux diffé- 
rences entre les fonctions y, z^ w, v. On peut toujours 
ramener ce système à un nouveau système du premier ordre; 
il suffit pour cela, si, par exemple, les équations sont du 
second ordre, de poser 

les différences secondes A-j"? A^z, . . . seront alors remplacées 
par des différences premières ày'y àz\ .... 

Ceci posé, considérons un système de n équations aux dif- 
férences entre n fonctions inconnues y^*\ JK^^^ • • • ? y^"^ et 
la variable .r, du premier ordre; en les résolvant par rapport 
à Ak^*^, Ay^2)^ _ ^ elles pourront se mettre sous la forme 

(0 { A7(î5=/(2Ha?,7(l^J^(2^ ...), 



Donnons-nous arbitrairement ^^*^ JK^^^ • • • pour^r == Xqj et 
soient y^\ y^\ . . . ces valeurs arbitraires : si Ton suppose 
A^ = I et si Ton désigne par y\^\ yf\ ... les valeurs de 
j/-(i)^ yi2)^ ^ ^ ^ pour x = Xo-\- i = Xiy . . . , les équations (i) 
donneront 



et feront connaître ^,*\j^'^^', ... ; elles donneront aussi 

et feront connaître y[^\ y^\ . . . , c'est-à-dire toute la série 
L. — Traité d'Analyse, VI. i5 
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des valeurs des inconnues correspondant aux valeurs Xq, 
Xodzi^ Xq^z '2j ... de ^. 

Donc : 

I® Si Ton désire seulement des valeurs de ^^*^ JK^^\ ••• 
correspondant à des valeurs de x en progression arithmé- 
tique, les équations (i) admettront, en général, une solution 
renfermant les arbitraires ^j,*\ y j,-^, .... 

2® Si l'on désire des fonctions^^*^, j^^^)^ ^ ^ ^ de a: satisfaisant 
à (i), quel que soit x^ on pourra se donner arbitrairement j^<*^ 
y^^^, . . . pour les valeurs de x comprises entre Xq et Xq-^- i; 
les autres valeurs s'en déduiront. 

Quand on aura résolu les équations (i) en se plaçant au 
premier point de vue, il sera facile de les résoudre en se pla- 
çant au second : en effet, on pourra désigner par ^Jj^^,j^Jj^\ non 
plus les valeurs de y^^^j y^^\ ..., pour x = Xo, mais bien 
des fonctions arbitraires entre les limites Xq et Xq -{- i \ y^*\ 
par exemple, sera alors de la forme 

¥[t, HTi (ûr'), rn^ix'), . . .], 

x' étant égal à ^ — i si j; est compris entre Xq-^ i et ^o H- '^^ 
à X — 2 si X est compris entre ^o + ^ et ^o H- 3, ... : ceci 
revient à dire que j^^'^ est de la forme 

F[j7, wi (x), mi{x), . ..], 

TîT,, T«y2, . . . désignant des fonctions périodiques arbitraires 
ayant pour période commune l'unité. 

Ainsi, en se plaçant au second point de vue, on obtient les 
mêmes résultats qu'en se plaçant au premier 5 seulement les 
constantes arbitraires de l'intégrale sont remplacées par des 
fonctions périodiques arbitraires. 

Nous raisonnerons dorénavant en nous plaçant au premier 
point de vue. 

III. — Intégrales directes et indirectes. 

Quand on cherche à intégrer un système d'équations aux 
différences finies, par la méthode indiquée au paragraphe 
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précédent, il se présente le plus souvent une singularité sur 
laquelle nous allons maintenant nous arrêter. Nous avons 
supposé tacitement que les quantités ^y^*\ Ax^^^ • * • étaient 
bien déterminées, ce qui n'aura lieu, en général, que si Ay^'^, 
^y^^\ . . . entrent au premier degré dans les équations pro- 
posées. Il importe d'examiner le cas où A^^*^, ^y^^\ . . . 
seraient fournies par des équations quelconques. Pour ne pas 
compliquer les choses, nous nous bornerons à considérer 
l'équation 

d'où l'on tire 

en appliquant la méthode exposée tout à l'heure, on a, en 
choisissant arbitrairement ^o> 

ely^ a deux valeurs; on a ensuite 



et j^2 a quatre valeurs; y^ en aurait huit, et ainsi de suite. La 
fonction y^ est donc mal déterminée. Cette remarque était 
nécessaire pour faire comprendre les résultats auxquels nous 
allons arriver et faire prévoir toutes les difficultés que l'on 
doit rencontrer dans l'intégration des équations aux diffé- 
rences finies. 

Supposons que l'on ait trouvé une solution de l'équation 

et que cette solution renferme une constante arbitraire a : 
soit 

(2) cp(a7,y, a) = o 
cette solution ; on aura 

(3) ç(^-4- A^, y-hAjK, a)=o, 

et, en éliminant a entre (2) et (3), on devra trouver Péqua- 
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tion (i), puisque Ay lire de (2) ou de (2) et (3) doit avoir la 
même valeur que Ay tiré de (i) ; si donc, au lieu de supposer 
a constant, on le suppose fonction de œ, mais tel que 

<p(ar 4- Arc, y -h Aj, a -h Aa) — cp (a: -h ^^y -h ^y, a) = o, 

OU simplement tel que, quels que soient^ etj^, on ait 

Inéquation (2) sera encore une intégrale de (i). Or l'équation 
précédente, qui détermine a, est elle-même aux différences et 
comporte une grande indétermination. On ne pourra donc 
pas dire que (2) est l'intégrale générale de (i). On a impro- 
prement appelé intégrales indirectes celles que Ton obtient 
ainsi, et, en effet, si Ton partait d'une intégrale indirecte, on 
pourrait fort bien retomber sur l'intégrale directe en lui appli- 
quant le procédé dont nous venons de parler. 

IV. — Intégrales aux différences. 

L'équation aux différences la plus simple est de la forme 

(1) ^y=f{x)Lx, 

f{x) étant une fonction donnée de x, et il est naturel de 
représenter sa solution par la no ta tion ^/( a: )A^; d'ailleurs, 
on a, en faisant^ =jKo pour x ^=^ Xq, 

7i = J^o -+- A70 =yo -f-/(^o) Aa-, 

^^2 = 71 -^ A71 = 7o -H/(a7o ) Aa? -+-/{xi ) ^x 
et, en général, 

yx = Xo-H Aa7[/(a7o) H-/(j:i)-t-. . .H- /(a?)], 
en sorte que 

X 

Le problème qui consiste à intégrer l'équation (i) ou à cal- 
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culer une fonction, connaissant sa différence, n'est donc autre 
que celui de la sommation des suites : nous avons donné dans 
le courant de cet Ouvrage plusieurs exemples de sommations 
de suites; nous n'avons rien de particulier à ajouter ici sur 
ce sujet. 

■ 

V. — Intégration des équations linéaires. 

Considérons d'abord une équation linéaire et du premier 
ordre. Une pareille équation est de la forme 

on l'intègre en posant 

elle devient alors 

tt Ap -{- p Am -H Am Ap -{- P wp = Q. 

Décomposons-la dans les deux suivantes 

wAp -f- Pmp =0, 

pAm -h AmAp = Q, 
d'où l'on tire 

(i) Ap = — Pp, Aa= ^ • 

^ p -h Ap 

il reste à calculer ç, et une sommation donnera 

y Q 

Jmd P + Ap 

Pour intégrer (i), nous poserons {f =z e^ : nous aurons alors 

d'où l'on tire 

e^' = i — P, \t = log(i — P) 
et, par suite, 

/ = y log(i — P), p = eSiog(i-P)= n(i — P). 
La question est ainsi résolue. 
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VI. — Méthode des fonctions génératrices. 

Laplace dit que f{t) est la fonction génératrice de <f{x) 
quand ^{x) est le coefficient de t^ dans le développement 
dey(^) suivant les puissances de t. De même f{t^^ t^, . . .) 
sera la fonction génératrice de f (^o ^2? • • •)> ^^ ? ^^^ ^^ 
coefficient de <f', /f*, ... dans le développement dey(^i, t^^ ...) 
suivant les puissances de ^4, ^2» • • •• Nous allons montrer sur 
un exemple l'emploi de la méthode des fonctions génératrices 
pour l'intégration des équations aux différences. 

Considérons l'équation suivante, où n est variable indépen- 
dante, 

(i) (2/1-4- \)xyn —{n -i- i)r«-Hi — n^n-i = o, 

et appelons /la fonction génératrice de^,,, en sorte que 

on aura 

dft 

-jj = ri + -t-(/n-i)r«-4-i^''^---. 

df 

%t -j- X -=1 tyi iP-h -f-2 nxyn t" -{-. , ., 

xf = yox -+- 4- xyn ^« -*- 

On tire de ces formules 

df ^ dft df 

c'est-à-dire 

df ^' 

(a) ^(i — a^iP "+-«') — (ar — 0/=—^J^o+.rt^. 

On peut supposer yo = o ; en appelant alors c une constante, 
on trouve 

/ = . > 
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et, en achevant Pintégration de (2), on aurait une fonction 
génératrice plus générale; pour avoir y n^ il suffira de déve- 
lopper / suivant les puissances de t et de prendre le coeffi- 
cient de f^. On voit que les fonctions X^ de Legendre sont 
des intégrales de l'équation proposée. 

Lorsque l'équation proposée est homogène et à coefficients 
constants, on peut la présenter sous la forme 

la fonction génératrice de yn est alors une fonction ration- 
nelle ; car la recherche de y^ revient à la recherche du terme 
général d'une série récurrente dont l'échelle de relation est Aq, 
A< , . . . , Amj problème que l'on a appris à résoudre au Cha- 
pitre II du V^ Volume de cet Ouvrage, sans même avoir 
recours aux procédés du Calcul différentiel. 

On peut encore intégrer l'équation (3), en posant 

l'équation (3) devient alors 

Ao + Al e^ -h . . . -f- A,;j e"»°t = o ; 

cette équation fait connaître m valeurs e^», e^--^ ... de e*, et, 
en appelant C| , C2, . . . des constantes, on a, pour l'expression 
générale de l'intégrale cherchée, 

La plupart des artifices qui réussissent pour les équations 
différentielles linéaires réussissent aussi quand on les applique 
aux équations aux différences linéaires, ce qui nous dispense 
d'insister davantage sur ce sujet. 

Disons seulement en terminant que, lorsque l'on connaît la 
solution générale y. de l'équation 

Aor-^-AlA^^-...^-A,„A'«^=o, 

et une solution particulière z de 

Ao7 -f- A, A^ -H. . .-+- A,„ A^wj =/(a7), 
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la solution la plus générale de celte dernière équation est y 

Disons enfin que la mélhode de la variation des constantes 
peut aussi servir à intégrer la dernière équation. 

VII. — Équations aux différences partielles. 

On rencontre souvent des équations dans lesquelles les 
inconnues sont des fonctions de plusieurs variables, et qui 
renferment, outre ces fonctions et leurs variables, les diffé- 
rences partielles (finies) de ces fonctions relatives aux 
variables. Le calcul des probabilités fournit de nombreux 
exemples de pareilles équations : on leur donne le nom 
d'équations aux différences partielles. 

Considérons un système de n équations aux difierences 
partielles du premier ordre, c'est-à-dire dans lesquelles les 
différences des fonctions inconnues ne dépassent pas le 
premier ordre : soient m, t^, » . . , fv les fonctions inconnues, 
x,y, z, ... les variables; A^m, A^m . . . désigneront les dif- 
férences de u relatives respectivement à ^ en laissant^, 2, . . . 
constants, à y en laissant x ei z^ ... constants, etc. 

On peut supposer que le système donné ait été mis sous 
la forme 

A^M =/i(m, p, . . .; Xf y^ Zy ... ; \yU . . .), 
(i) { Aj:P —f^{u,v, ...; Xj jTy z, ... ; Aj.1^ .. .), 



les équations du système ayant été résolues par rapport à 
AjcW, Ax^, ..., AjpÇV. Si alors on se donne, pour x=^œe, 
y = yQ^ ... les valeurs Wo, ^0, . . . , tVo de a, (^, . . . , (v et de 
leurs différences relatives à y, z, ..., les équations (i) 
feront connaître Amo, Apq? • • •> et par suite «1, p^ ... et 
leurs différences relatives k y, z . . .; quand on aura calculé 
ces quantités, les mêmes équations (i) feront connaître ^2? 
P2j . . . , et ainsi de suite. 

Si l'on se propose de calculer w, (^, . . . , pp seulement pour 
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des valeurs entières de x, y, z, . . . , on voit que la solution 
renfermera les arbitraires Uq, ^o> • • » ^o et A^Mo, A^t^o? • • • » 
A^i/o? ^z^o • ' • • Si Ton veut satisfaire aux équations propo- 
sées, quels que soient :r, j^, ^, . . . , il est clair que les solutions 
renfermeront des fonctions arbitraires entre des limites de ^ 
différant entre elles de A:r, fonctions périodiques par rap- 
port à la variable x admettant la période àx. On voit que 
l'indétermination serait encore plus grande si l'on avait à 
considérer les équations d'un ordre supérieur au premier. 
Il est clair qu'indépendamment de la solution générale 
mise en évidence, des solutions singulières peuvent se pré- 
senter comme dans le cas des équations aux différences ordi- 
naires. 

VIII. — Ëqnations linéaires. 

Lagrange (l. IV de ses Œuvres) et Laplace {Calcul des 
Probabilités) ont donné divers moyens pour intégrer les 
équations linéaires ; ces moyens ne permettent pas toujours 
de bien déterminer dans chaque cas particulier les fonctions 
arbitraires de manière à satisfaire aux problèmes que l'on veut 
résoudre. La méthode que Cauchy a indiquée pour les équa- 
tions aux dérivées partielles semble s'appliquer assez bien 
aux équations aux différences partielles. Bornons-nous à 
l'équation très simple 

OÙ p et q sont constants et à laquelle Lagrange a été conduit 
en cherchant la solution d'une question tirée du Calcul des 
Probabilités. 
Lagrange pose 

et il trouve que, quels que soient a et a, pourvu qu'ils soient 
constants, on satisfait à l'équation en prenant P = — - — ; 
mais il n'eût sans doute pas pu résoudre la question en assu- 
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jettissant Ux,y à prendre pour j' = o une valeur donnée fonc- 
tion de X. 

Si nous posons, au contraire, 

Téquation (i) sera satisfaite en posant 

cette équation est aux différences ordinaires : on y satisfait en 
prenant 

A étant une fonction arbitraire de ^, et Ton a alors 

et, pour ^ = 0, on aura aa:,^ = A(a?). L'emploi des séries 
aurait également réussi à donner la solution de la question. 

La meilleure manière d'étudier la question de Tintégration 
des équations aux différences partielles est de lire avec soin 
le Calcul des Probabilités de Laplace ; le Calcul des Proba- 
bilités fait surgir à chaque instant des questions qui se rédui- 
sent à l'intégration d'équations aux différences finies, ordi- 
naires ou partielles. 

On peut aussi consulter un Mémoire de Cauchy, intitulé : 
Mémoire sur V application du calcul des résidus à la solu- 
tion des problèmes de Physique mathématique, 1827. 



IX. — Équations anz différences mêlées. 

On rencontre, en Physique mathématique, des équations 
dans lesquelles les inconnues sont des fonctions d^une ou de 
plusieurs variables : ces équations contiennent, outre ces 
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fonctions et leurs variables, à la fois les différences et les 
dérivées des fonctions inconnues; on a donné à ces équations 
le nom d^équations aux différences mêlées. 

Pour intégrer de pareilles équations, ce qu'il y a de mieux 
à faire est souvent de développer les différences par la for- 
mule de Taylor; ces équations deviennent alors différen- 
tielles d'ordre infini ; on les traite alors comme on peut : c'est 
avouer que l'on ne sait rien ou presque rien sur ces équations. 
Cependant, quand elles sont linéaires, on parvient à en trou- 
ver des solutions, en leur appliquant les méthodes qui ont 
déjà réussi pour les équations aux différences finies et aux 
dérivées partielles. 

Considérons, par exemple, l'équation 

au . , 

Aa désignant la différence totale de a relative aux variables 
x^ y^ et A désignant une constante, on posera 

( 2 ) u= — ^ fff re»^l«t:r-^)-Hp(Y-TQ)i ^ doL d^ d^ dr^ , 

<f désignant une fonction de t, ^ et r, ; si Ton porte celte 
valeur dans (i), on a 

I 

en sorte que l'on satisfera à (i) en déterminant cp par l'équa- 
tion 

Acpcu = ^, 

iù désignant e/^(aAr4-pAj) — j . §{ alors on intègre cette équa- 
tion de telle sorte que pour ^ = o on ait ç = F($, t)), en 
vertu de la formule de Fourier, l'équation (2) donnera une 
valeur de u égale k¥{x^ y) pour i = o et de plus satisfaisant 
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à Téquation (i). Il est clair que Ton aurait pu essayer de 
satisfaire à (i), en la mettant sous la forme 



du . 



(du 



\x 



du 



Ay 



...) 



et en Tintégrant comme une équation aux dérivées partielles 
d'ordre fini. 
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CHAPITRE VI. 

ÉQUATIONS FONCTIONNELLES. 



I. — Préliminaires. 

On a donné le nom A^ équations fonctionnelles à des 
équations qui expriment une propriété d'une ou de plusieurs 
fonctions qu'il s'agit alors de déterminer : telle est, par 
exemple, l'équation 

dans laquelle cp est une fonction dont il faut déterminer la 
forme. Il est clair qu'il est tout à fait impossible de donner 
des règles générales pour la résolution de pareilles équations, 
et tout ce que nous pouvons faire à leur égard, c'est de faire 
un choix d'exemples et de les traiter. D'ailleurs le sujet que 
nous allons entamer n'est pas nouveau pour le lecteur, et 
l'équation (i), par exemple, est résolue dans un certain 
nombre d'Ouvrages d'Algèbre. Le problème qui a pour but 
de trouver une fonction cp satisfaisant aux équations 

qui définissent les fonctions doublement périodiques, a été 
traité tout au long dans notre IV^ volume. 



II. — Exemples d'équations fonctionnelles. 
Considérons l'équation 



à 
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et proposons-nous de déterminer la fonction (p qui satisfait à 
cette formule, quels que soient x et y. 

A cet effet, différentions (i) successivement par rapport 
à ;r et j^ : nous aurons 

cp'(ar-f-7)=cp'(a:)cp(j^), 

?'(^-+-^)=?(i«)?'(r); 

on en conclut 

Cette formule ayant lieu, quels que soient x eiy^ on a 

= a, 

a désignant une constante, et, par suite, à une constante près, 

logcp(a7) = aXj 
(d{x) = e^^. 

Notre raisonnement suppose ^(x) continue, et nous n'avons 
trouvé que les fonctions continues possédant une dérivée 
satisfaisant à (i). 

La même méthode s'applique aux équations 

Considérons les deux équations simultanées 

( ?(^-^r)= ?(^)?(r)— 'K-«)+(7)> 

( ^(x-^y) = o{x)^(y)-^^{x)<p{y), 

et proposons-nous de trouver les fonctions continues <p et tj> 
qui rendent ces formules identiques en x et en y. 

A cet effet, multiplions la seconde par y/ — i et ajoutons-la 
à la première : nous aurons 

et, en posant 
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il viendra 

n(a7-f-^)=n(a?)n(7); 

on en conclut 

U{x)=: e«* 

ou 

a désignant une constante; on aurait de même, en appelant b 
une autre constante, 

cp(a7) — / — 1 ^(x) = e^^f 
d'où 

tf(x) = - (c«*H- e*^), 

^(x)= ^=:(C«^ — e**), 

2 V — I 

formules qui donnent cp(;r)= cosa:, <!^(x)= sin^r, quand on 

prend a = y/ — i, 6 = — y/ — i. 

Plus généralement, soitf{x^ y) une fonction donnée de x 
et y : proposons-nous de trouver une fonction ^, telle que 
Con ait 

(a) 4'1/(^,7)]='K^) + 'K7). 

Posons, pour abréger, f{Xy y)= r : on devra avoir 

^{r)=^ix)-i-^(y), 

et alors, en différentiant successivement par rapport à ^ et 
à y, on a 

V(r)^ = y{x), 



d'où l'on tire 



ou 
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et 



(à) ^{x)=^'{y) 




pour que la fonction ^ existe, il faudra qu^après avoir effectué 
les opérations dans le second membre,^ disparaisse. S'il n'est 
pas possible de disposer de la constante d'intégration, de telle 
sorte que y disparaisse, l'équation (a) est impossible. Pour 
bien faire comprendre celte méthode, supposons 

l'équation (b) donnera 

^{x)= ^\y) 1 ^dx=y^'(y)\o%cXy 

c désignant une constante ou une fonction de j^;^ doit dis- 
paraître de ce second membre : cela ne peut se faire que si 
yif\y) et c sont indépendants de^. Or, en posant 



on en déduit 



et, par suite. 



y^\y)= const.= a, 



^(y)= alogc> 



^{x) = a logeai. 



III. — Problème résolu par Abel. 
Trouver des fonctions !f , tp, /, telles que l'on ait 

(i) ?(^)-+-?(7) = 1^[^/(r)+7/(^)]- 

Posons 

(^) ^f(y)-^yA^) = n 

l'équation proposée devient 

(3) <?i^)-^^(y) = Hr) 
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et, en différenliant par rapport k x elky, 
et, par suite, en éliminant ^'(/'), 

ou, en remplaçant /- par sa valeur (2), 

Cette formule, devant être identique, subsiste pourj^ = o et 
donne 

?'(r)[7/'(o)+/(7)] = ?'(o)/(o); 
d'où l'on tire 



( ?(o)/(o) 



portant ces valeurs dans (4)^ on a 

équation qui ne renferme plus que la fonction f. Si Ton 
effectue les calculs, on trouve, en divisant par ocyf'{p)^ 

chacun des membres de cette formule est alors constant et, 
en appelant a sa valeur, on a 

^f(.^)f{o)-^/{x)f'(x)-f\o)/(x)=ax/'{oU 

équation différentielle qui détermine/(^) ; remplaçant af'{o) 
par a,/'(o) par ^ ei/(x) par j-, elle devient 

^ ( ?^ -i-7)— ?y-cix = o. 

L. — Traité d* Analyse, VI. 16 
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Pour intégrer cette équation homogène, on pose 



il vient alors 

dx 



^:7^(?-^^)-^'5*-« = o 



ou 

dx _ dz{^-^ z) ^ 

X a — ^' ' 

cette équation fait connaître z = "^ ; on en déduit «p'(.r) au 
moyen de (5) et par suite A. 

IV. — Aatre équation résolue par Abel. 

Uéquation fonctionnelle 

(i) ©(ar)-hi =ç>[/(a:)], 

dans laquelle /(^) est de forme donnée et dans laquelle zt^x) 
est à déterminer, a, comme nous le verrons, une grande impor- 
tance dans la théorie qui nous occupe. Abel propose de la 
résoudre comme il suit (*) : il pose 

(2) x = ^{jr), Ax)=^(yH-i); 

l'équation (i) devient alors 

?['l'î(7)l-^-i = ?[^'(r-+-0J; 

on a donc 
et, par suite, 

y (y) désignant une fonction périodique ayant pour période 1 ; 
cette équation revient à la suivante 

cp(ir) = i^-,(a7)4-x[«t-i(a?)], 

^_i{x) désignant la fonction inverse de ^(^), qu'il s'agit de 



(*) Il serait intéressaot de savoir à la suite de quelles recherches Abel a 
été conduit à la considération de cette équation. 
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calculer; or les équations (2) donnent 

C'est une équation aux différences, qu'il faudra intégrer pour 
avoir ^{y) et par suite <p(^). 

Si le problème en question n'est pas ainsi complètement 
résolu, au moins voit-on qu'il admet une et même une infinité 
de solutions, puisqu'il est ï'amené à une équation aux diffé- 
rences, dans laquelle la différence de la fonction inconnue est 
donnée sans ambiguïté. 

V. — Problème de Babbage. 
S oient y pour abréger, 

?«(^) = ?[?it-i(^)]; 

on propose de déterminer la fonction cp, de telle sorte que 
Uon ait 

(l) ^n{00) = X. 

Premier cas. — Si n = i, oti a 

et la solution de l'équation (i) est précisément la variable x 
elle-même. 

Deuxième cas. — Proposons-nous maintenant de résoudre 
Téquation 

On devra avoir 

et, par suite, 

X — cp,(a7) = «p4(a7) = cpeCa?) = . . . , 

«p(a7) = cp8(a7) = <p5(iF) = . . . , 
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et il sera naturel de poser 

^,(x) = ar = «p_,(ar ) = tp-4(a:) = . . . , 
<p(ar) = <p-i(x) = cp_,(a:) = ... ; 

y_i(:r) sera alors la fonction inverse de ç(^). Pour satisfaire 
à Tëquation 

il suffira de lier x k 'f(x) par une relation 

telle que F(;r, y) soit symétrique en ^ et j^. 
Supposons, par exemple, 

cp(a7)-+-a: — a = o ou ©(rc) = a — x; 

on aura 

(pj(ar) = a-T-(a7 — a)= X. 

Si Ton prend 

«p(a7)^ = a ou o{x)= -9 
on aura 

On peut encore résoudre ce problème comme il suit : Pour 
simplifier l'écriture, nous écrirons cp'|x, au Heu de ç[4'('3:^)]- 
Alors désignons par/(j:) oxxfx une solution particulière de 

une solution plus générale sera, en appelant i^ une fonction 
arbitraire, 

En effet, on aura 

^^{x) = '^-xf^^-J'^{x) 

= ^-x'^(x) = x\ 
par exemple, en prenant /(.r) = a'" — x, m, a désignant des 



J 
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constantes, ^_i [a"* — 4'(^)] ^^^^ ^^^ nouvelle solution de la 
question. 

Cas général. — Soient /(j:) une solution particulière de 
Téquation 

(i) «p„(a7) = a: 

et ^{x) une fonction arbitraire : on aura une solution plus 

générale en prenant 

cp(ar)=<^_i/iKiF); 

en effet, 
par suite, 



Il reste à trouver des solutions particulières de l'équa- 
tion (i) : à cet effet, posons 

ar-^h afX-^bf 

©(37)= — -,, <Di{X)= —, JT7 

car f i(^) sera comme ^(^) une fonction rationnelle dont le 
numérateur et le dénominateur seront du premier degré. 
Nous aurons 

aix -+- hi 

( \ _ ^i^ -^ ^\ _ ( ^^/ -^ bai)x H- abi -h bb'i 

(p/+i(ar)-_ ^^ g.^ ^ ^ . -^ - i^a'ai-^b'a'i)x-\-a'bi-r-b'by 

a'iX -h 6|' 
donc 

(2) a/-Hi = aa/ -t- ba'i, 

( 3 ) ûtj-j-i = a' ai -\- b' a'i, 

(4) bi^i = abi -^bb'^, 

(5) èJ+i = fl'^»/-H6'6;. 

Soit \ une indéterminée : de (2) et (3), on tire 
a/+i-f- XaJ-Hi = ai(a-h Xa')-h aj(6 -h X6'), 
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€n sorte que si Ton assujetlit rindéterminée \ à satisfaire à 
l'équation 

6-+-Xô'=X(a-{-Xa') 
ou 

(6) X«a'+X(a — 6')— 6 = 0, 

l'équation précédente deviendra 

at+i -f- X a'i^i = ( a/ -+- X a'/ )( a -f- X a' ), 
et Ton aura de même 

6/+i-hX6;.+i = (6/4-X6/)(a^- Xa'); 

en remplaçant X par les deux racines, X< et X2, de l'équa- 
tion (6) et t + I par /i, on trouve 

a„-+- X,a;, ^ (a -f- X2a')^ 
^^ ^ 6»-HXi6;=(a4-X,a')»Xi, 

*n -H Xjô;, = (a -^ X2a')'*X2, 

ce qui permet de calculer a„, a^, fr^, 6^. Mais poursuivons 
notre but, qui est de trouver une fraction telle que 





a„ x-\- bn 
a'f^x-^b',^ 


où que 






UnX -{- bn = df^X^'\- b'nX\ 


il faudra poser 






^n — àm bn — 0, an = 



OU, en vertu de (7), 

«« = («-+- Xi a' )«, 

a„ = (a + X2a')»; 
ces deux équations donnent 

a-h Xia'= (an- X2a')e « 

11* ^^ 
ou bien, en divisant par e n et remplaçant X< et 7^2 par 
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leurs valeurs tirées de (6) 

(a-{- 6')sin — J — I = s/^b' — a)* -+- ia'ècos — ; 



f f 



ce qui peut encore s écrire 

- (a -^ ^»Vsin» — = (a -4- by cos« — -f- Ma'b - h' a) cos* — 

OU enfin 

(a -t- 6')» + 4(a'6 — Va) cos« — ^ = o. 

Telle est la relation à laquelle sont assujettis les coefficients 
«, hy a', h\ Si Ton suppose, ce qui est permis, aV — 6âr'= i 
(car, si aV — ha! était uni, cp(^) ne serait plus variable), on 
aura 

a4-6'=2COS — > ah' — 6a' = i; 

n 

a et o! seront arbitraires; quant à 6 et 6', ils se déduiront 
de là 

o '= — a -+- 2 cos — > 

n 

A" T" 

a* — 2a cos — ^ -i-ï 

^= V ' 

a 

et le problème que nous avions en vue se trouve résolu. 

(Babbage, Recueil d^ exemples de V application du Calcul 
aux différences finies, par Herschel, 1820). 



VI. — Interpolation des fonctions itératives. 

Les recherches de Babbage ont été l'origine de la théorie 
des fonctions itératives. On appelle itérative de degré k de 
if{x) une fonction ifh{^) définie parles équations 
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on définit %(^) par Téquation 

on désigne par i^_s{x) l'inverse de ^{jo), en sorte que 

on aura d'ailleurs par définition 

^-i^.i{x) = ^-i{x), f\l.i^-i{x) = ^-i(x), 

Considérons maintenant la fonction cp, qu'Abel a appris à 
déterminer, définie par l'équation 

ou 

(i) <K^)=«p-i[i-^«p(^)]: 

nous définirons le symbole ^ft{^) par la formule 

(2) 4;;t(^)=?-l[A:-Hcp(^)J. 

Il est facile de voir que l'on a 

en effet 

et, par suite, en remplaçant ^/(^) par sa valeur (p_i [l-h ç(^)]t 
^k^/(op) = cp_i [^ H- / -4- cp(a7)] = ^jc+/{x) = ^i^k{^) : 

ainsi se trouve interpolée la fonction itérative 4*^1 comme l'a 
fait voir M. Korkine (Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques, septembre 1882). 

M. Farkas (Journal des Mathématiques pures et appli- 
quéeSj 3® série, t. X) s'occupe de la convergence de la fonc- 
tion ça(^) pour k = cc. 
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VII. — Solution du problème d'Abel. 

Nous allons reprendre le problème d'Abel qui a pour but 
la résolution de Téquation fonctionnelle 

dans laquelle ^{x) est une fonction donnée, et ç(^) une 
fonction à déterminer. La solution donnée par Abel a l'in- 
convénient de dépendre de l'intégration d'une équation aux 
différences aussi difficile à traiter que le problème que l'on 
veut résoudre, et nous allons essayer de procéder autrement. 
Désignons par8(z) une fonction synectique à l'intérieur d'un 
contour fermé simple C, et supposons que les quantités 

^4 = 6(2), ^2 = 8(2,)= 92(>3), Zz = ^{z2) = ^z{2)^ ••• ten- 
dent, quel que soit -s, vers la limite ^ située à l'intérieur de C ; 
pourvu que le point z soit lui-même intérieur à C, il est facile 
de voir que l'on aura à la fois 

La première formule est évidente, puisque z^ et 6 ( Zn) on t même 
limite ^; quant à la seconde on la démontrera en considérant 
l'expression 



il) 



Zn—^ 



dont la limite pour /i = oo ou z,i==--K est ^'{z). Si ^'{^) pou- 
vait avoir un module supérieur à l'unité, le rapport précédent 
finirait, pour des valeurs suffisamment grandes de n, par avoir 
un module supérieur à i, et alors la formule (i) donnerait 

mod[e(^„)- 6(0] > mod(zn - Ç) 
ou 

mod(zn^i— > mod(^„ — 0» 

et les nombres Zn^ Zn+x, ... ne pourraient pas tendre vers 2J. 
Réciproquement, si l'on a 

e(Ç)-ç=o 
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et si la fonction 6(2) reste synectique aux environs du point Ç ; 
si de plus on a modO'(î^)<! i, il existera un cercle décrit 
autour de ^ comme centre, tel que, z étant intérieur à ce 
cercle, on ait bien 6;, (2)= JJ. 

En effet, z étant voisin de 2^, on a 



ou bien 

e(^)-Q(;) 



= e'(î)^-(3-î)P, 



en désignant par P la quantité j^'^{K)'^ ^^ ^^ peut tou- 
jours supposer z assez voisin de 2J pour que (z — Ç)P reste 

aussi voisin de zéro que Ton veut ; alors -^^ — p^ diffère de 

0'(Ç) d^aussi peu que l'on veut et, comme mod9'(2J) <; i , on voit 
que le module de 6(>s) — 6(2J), pour des valeurs de z suffi- 
samment voisines de 2J, est moindre que celui de z — X>1 donc 
enfin, quand z est assez voisin de ^, les quantités z^ ^{^)j 
82(2), . . . convergent vers Ç. 

Théorème. — L'expression 

[e'(^)]« 

tend vers une limite déterminée quand n croit indéfini- 
ment, pourvu que O(^), 8j (2), ^^{z)^ . . . tendent eux-mêmes 
vers une limite 2J qui ne soit pas un point singulier pour 
la fonction ^(z), quelque soit z à l'intérieur d'un contour 
G contenant î^. 

En effet, en posant 

e(^)=si, e(z,) = ^„ ..., 



on a 



ou bien 
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et, en divisant par ^^-t (^) — ^^ ou s„_i — J^, 



e«_i(«)-ç 



= e'(ç)-f-... = e'(C)[i + £«]. 



Changeons ai en n — i , /i — 2 , . . . , et multiplions les formules 
ainsi obtenues : nous aurons 

M^l^=[e'(0]«n(i-f-s) 

ou enfin 



[e'(Ç)j- 



= (^-0n(i-4-£). 



Or la série Sf + £2 + ••• + *« + •• est convergente; car on a 
£,, = i ^'(^)(f;-^~^^ + . . . , et le rapport -^ diffère peu de 

-^^^^^ — ^ qui a un module inférieur à i . 
Ainsi l'expression 

[Ô'(Î)J« 

a une limite finie pour n = 00 : désignons-la par ^{z); on a 
identiquement * 

e^^t(^)- g _ _i__ 646(^)1-; 
[ô'(Ç)j«H-i -ô'(C) [e'(0]« ' 

c'est-à-dire, en faisant n =00, 

Prenons les logarithmes des deux membres : nous aurons 

\og^z)= -\os^'a)^\os^ Hz) 

ou 

__ log<K^) __ __ lo^^^jz) . 
loge'(C) log8'(Ç) ' 

faisant 



logô'(0 



?(^)» 
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on tombe sur Téquation d'Abel 

l-4-cp(^)=r O0(3), 

dont la solution est 

iWl °" i.miog-^,^:ioge'(;). 

Cette solution a été donnée par M. Kœnigs, dans les Annales 
de l'École Normale de 1884, et dans le Bulletin des 
Sciences mathématiques de décembre i883. 



VIII. — Problème de Gergoime. 

Gergonne, dans sq^ Annales, t. XII, propose le problème 
suivant résolu par Tedenat dans le même Volume : 

Trouver une courbe dans laquelle la normale soit égale 
à l'ordonnée qui rencontre l'axe des x au même point. 

Soit j^ = o(^) l'équation de la courbe cherchée; 

cp(a7)v/i-+-lcp\^)]« 

est l'expression de la normale, ç(^)?'(^) celle de la sous- 
normale et f [ï>(^)ç'(^)-+-'2:] celle de l'ordonnée qui doit 
être égale à la normale; l'équation du problème est alors 

[?(^)]Mi-[?'(^)Pi = t?[?(^)?'(^) + ^]!'. 
Posons 

l'équktion précédente deviendra 



2 
ou encore 



'*'('')['+ ïiR?)] = ^'''t''''('')-^''J 



ii((x)-^-i/'^{x)= 'xif{i('{x) + x]. 
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Pour intégrer cette équation, nous commencerons par la 
différentier, ce qui donnera 

ou 

[Yi^)-^ i]\'j^y{^) - ^^' W i^) -^ ^\\ = o. 

On déduit de là une première solution simple 

2 

d'où l'équation de la courbe cherchée 

c'est celle d'un cercle. Examinons maintenant l'autre solu- 
tion donnée par la formule 

^'(x) — ^'[^'(x)-^-x] = o 

ou, en posant ^'(x) = 0(:r), 

(i) ^(x)=^^(x)-^x\. 

ïedenat observe que l'on obtient une solution de cette 
équation en prenant 6(;r) = o, ^'(x)^=o^ ^(x)=a et, par 
suite, y^=: 2a, ce qui fournit deux droites parallèles. Pour 
Jes voir, il suffit de prendre la fonction 9~* des deux membres 
de(i). 

IX. — Usage des dérivées à indices quelconques. 

Abel a rencontré l'équation suivante dans la solution d'un 
problème de Mécanique 

/'(x)dx 



f \r(x)dx 



Voici la solution très simple que l'on peut donner de cette 
équation, dans laquelle /(^) est une fonction à déterminer 
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et n un nombre compris entre zéro et un. Multiplions les 

deux membres par 1=^ nous aurons 

ait / — 1 

r(/i)<p( a)_ T{n) r"" f'(x)dx 
2ir / — I iiz^ — I t/o (^ ^)" 

et en observant que 

r d'^-if(a) _ T(n) p /'(x)dx{i — e-*nTtV^ ) 

r"" f'ix^dx _ TT r d'^f(a) ^ 

J^ (a — xy "" T{n)sinmzj da^ ' 

Téquation à résoudre devient alors 



on a 



cp(a)r(7i)sinmr _ l" d^fia 

h 



ou enfin 



a 



d-f^fùia) r(n)sinn'ir 



I da-^ 
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CHAPITRE VIL 



DES FONCTIONS HARMONIQUES. 



I. — Préliminaires. 

On sait fort peu de choses sur les équations aux dérivées 
partielles d'ordre supérieur. Il est probable que la plupart 
de ces équations aux dérivées partielles définissent un mode 
d'existence de la quantité qui ne peut être représenté par 
les signes ordinaires de l'Analyse. Si Ton considère, par 
exemple, l'équation très simple 

on l'intègre facilement, comme on l'a vu, quand a est positif, 
et l'on a 

mais, si a est négatif, cette dernière. formule ne fait plus con- 
naître la solution générale, car le symbole f\y + x sj — i) 
n'a plus de sens en général, et nous fixerons au contraire son 
sens au moyen de l'équation 

â^u d^u _ 

comme on le verra dans la suite. Le but des recherches que 
nous allons entreprendre sera l'étude des fonctions réelles 
satisfaisant aux équations de la forme 

-h. ..4- -r-=- =0, 



dx\ dx\ ' dx% 
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surtout dans le cas où 



n = 2. 



Nous appellerons /o/ic^tb/i harmonique de deux variables x 
et y, à l'intérieur d'un contour fermé ou d'une aire limitée par 
un ou plusieurs contours fermés, une fonction finie et con- 
tinue, ainsi que ses dérivées premières et secondes pour toutes 
les valeurs de ^ et^ représentant les coordonnées d'un point 
de cette aire et satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles 

d^ u d*u 

^-—•-+-——=0 ou \iU = 0. 

Plus généralement, une fonction de x^^ x^y . . ., Xn sera 
dite harmonique dans un domaine D, lorsqu'elle sera finie 
et continue, ainsi que ses dérivées premières et secondes, en 
tout point de ce domaine et qu'elle satisfera à Téquation sui- 
vante dans ce domaine 

= ou AîM = G. 



dx\ dx\ ' dx% 



II. — Théorème de Green. 



Le théorème de Green dans le cas particulier des fonctions 
de deux variables consiste dans la formule 




du dv du dv 



) dx dy 



dx dx ôy dy I 
(1) ' = — I I V \tudx dy — l V -T- ds 



[ = — I I u \t dx dy ^ I u 






dont la signification va être indiquée. 

u et V sont des fonctions continues de x ely, ainsi que leurs 
dérivées premières et secondes dans une aire A limitée par 
un contour simple ou multiple dont l'arc élémentaire est 
représenté par ds; les intégrales doubles sont relatives à tous 
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les points de l'aire A, les intégrales simples sont relatives aux 
contours limites de cette aire, elles sont prises en cheminant 

dans le sens direct (Taire à gauche). Enfin ^> -.— sont des 

dérivées prises dans la direction de la normale intérieure à 
l'élément ds; le sens précis de cette locution va résulter des 
considérations suivantes. 
Considérons l'intégrale 



//( 



du dv du àif 



) dxdy, 



dx dx dy ày J 
et intégrons, par parties, le premier terme; nous aurons 



L'intégrale double qui figure au second membre est relative 

du 
dx 



à l'aire A ; quant à l'intégrale simple, la valeur {? ^ j qui figure 



sous le signe / , doit être remplacée par 

_/ ^\ ( ^^ — / ^^ 

rindice placé au bas de chaque parenthèse indiquant que 
l'on doit remplacer x par les valeurs x^^ x^', . . . , qu'il prend 
sur le contour de Taire A, aux points où la droite y = const. 

/Ali 
^ A~ ^y devra donc 

être prise en faisant varier le point xy sur le contour de 
Taire A et en le faisant marcher dans le sens direct. On 
aurait de même 

mais l'intégrale simple devra être prise le long du contour A 
en cheminant cette fois dans le sens rétrograde. Si Ton ajoute 

L. — Traité d'Analyse, VI. 17 
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les formules (>.) et (3), on aura alors, en prenant les deux 
intégrales simples dans le sens direct, . 



(^) 



\JJ \à-^ àx ùy dy) ■^ 



Or, si Ton observe qu'en appelant n la direction de la normale 
intérieure au contour x^ y, on a 

d'y dx 

cos {n, X)— — -^1 cos ( w, j ) = - - , 

et, si l'on pose 

du _ du dx du dy 
dn dx dn ' dy dn 

dx et dy représentant les variations que prennent a: et r 
quand le point ^, j^ se déplace de dn sur la normale intérieure 

• dx dv 

à ds^ on voit que -y- et -^ seront respectivement égaux à 

dy dx ^ |, 

— -T- et -T- j en sorte que 1 on aura 



du _ du dy du dx 
dn dx ds dy ds 



~~»~ j 



et la formule (4) deviendra 

rr.'dudv du dv\ , , C du ^ rr 

JJ (ai à^-^ ôj^à^)'^'''^y= -J '■ôji'^'-J J '^^"^^"^^-^ 

ce qui démontre le théorème de Green, dont l'équation (4) 
est une autre expression moins condensée. 

Corollaire 1. — Lorsque les fonctions u et \? sont harmo- 
niques dans Taire A, A2M et Ao^ sont nuls, et la formule (1) 
donne 

/V àv du\ , 

(^^ J[''~dn-'dJi)'^' = ''^ 

formule qui nous sera utile plus tard. 
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(iloROLLAiRE II. — Siipposons u = {^ et Idi fonction u har- 
monique à rintérieur de Faire A : la formule (i) deviendra 

Si donc la fonction harmonique dans Taire A est nulle sur le 
contour de cette aire, l'intégrale qui figure au second membre 
est nulle, et l'on a 

//[(ë)'-ai)>^-«' 

ce qui ne peut avoir lieu que si dans l'aire A on a 

du du 

-— =0, - = o, u= const., 

ox oy 

■et comme u est nul sur le contour, u est identiquement nul; 
donc : 

Si une fonction harmonique dans une aire A est nulle 
tout le long du contour de cette aire, elle est nulle aussi 
en tous les points de cette aire. 

Corollaire III. — Il ne peut exister quhine seule fonc- 
tion harmonique à V intérieur dUine aire A prenant sur le 
contour de cette aire des valeurs données. 

En effet, s'il pouvait exister deux fonctions U\ etU'2 harmo- 
niques dans l'aire A et prenant les mêmes valeurs sur le con- 
tour limitant cette aire, la différence Ui — W2, qui est évidem- 
ment harmonique, serait nulle sur le contour de l'aire et par 
suite nulle à l'intérieur de A : ainsi Ui = M2« c* Q- f. d. 

Rien ne prouve qu'il existe une fonction harmonique dans 
l'aire A prenant sur le contour de cette aire des valeurs don- 
nées, au moins jusqu'à présent; tout ce que l'on peut affir- 
mer, c'est qu'il n'y en a qu'une au plus. Rien ne prouve non 
plus qu'il n'y a qu'une fonction u satisfaisant à l'équation 
A2U = o, et prenant des valeurs données sur un contour 
donné, mais il n'y en a qu'une qui soit harmonique, c'est- 



n 
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à-dire fînie et continue, ainsi que ses dérivées dans l'aire 
limitée par le contour. Ces remarques sont importantes pour 
ce qui va suivre. 

III. — Énoncé du principe de Dirichlet. 

Riemann a étayé une théorie des fonctions de variables 
imaginaires sur un postulatum qu'il a appelé principe de 
Dirichlet et qui au fond revient à ceci : 

// existe une fonction harmonique à V intérieur d'une 
aire A et prenant des valeurs données sur le contour de 
cette aire. 

Nous démontrerons ce principe dans les paragraphes sui- 
vants; Riemann le déduisait du postulatum suivant, énoncé 
par Dirichlet : 

H existe une fonction u qui, parmi toutes celles qui sur 
le contour de l^aire A prennent des valeurs données et 
restent finies et continues, ainsi que leurs dérivées pre- 
mières et secondes, rend l'intégrale 



//[(£)■- (g)'] -* 



minnna. 

Nous ne montrerons pas ici l'équivalence de ces deux prin- 
cipes; elle sera établie plus loin d'une façon plus générale. 

Il est bien facile d'établir qu'il existe une fonction har- 
monique à l'intérieur d'un cercle de rayon R décrit de l'ori- 
gine comme centre, prenant sur la circonférence de ce cercle 
des valeurs données, pourvu que ces valeurs ne présentent 
pas une infinité de discontinuités non plus qu'une infinité de 
maxima, et enfin pourvu que parmi ces valeurs il n'y en 
ait point qui soient infinies. En effet, si une fonction de x et 
y est donnée le long du cercle en question, elle est sur ce 
cercle fonction de l'angle polaire 8 défini par les équations 

a: = Rcos6, / = Rsin6; 
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elle est par suite développable par la formule de Fourier, 
c'est-à-dire que sur la circonférence de rayon R elle est de la 
forme 

ao-h ajCOsO -^ «2 cos2Ô -i-. . .-+- 6isin6 -h 6j sin2Ô -f-. . .; 

si alors on désigne par r le rayon vecteur d'un point {x^y) 
intérieur au cercle de rayon R, on aura r << R, et, si Ton con- 
sidère la fonction de r et 9 ou àe x eiy 

[ r r^ 

\ u = ao-^ ai j- cos 6 -f- «a 7— cos 2 -7- . . . 

^'^ i r rî 

f -f- ai -^ sin6-f- fltj r^ sinaô H-. . .; 

cette fonction u sera finie et continue à l'intérieur du cercle 
de rayon R, la série qui figure dans (i) étant uniformément 
convergente; de plus elle sera harmonique : en effet, il est 
facile de voir qu'une quelconque des fonctions 

est harmonique. Ces fonctions peuvent, en effet, se metire sous 
les formes 

(x ^ y s/— iT -^ ( 0^ —,y s/^ Y 

2 

et 



^1- 



■- f 



et il est facile de constater que (x -{-y y/ — j Y ^^ (^ — yv — 0" 
satisfont tous deux à l'équation aux dérivées partielles 

C'est en partant de là que nous parviendrons à démontrer 
le principe de Dirichlet dans toute sa généralité. Quand nous 
dirons qu'une fonction peut prendre des valeurs arbitraires 
sur un contour, il faudra toujours sous-entendre que ces 
valeurs sont soumises à une certaine continuité analogue à 
celle des fonctions développables en séries trigonométriques. 
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IV. — Problème de la représentation conforme. 

La démonstration du principe de Dirichlet est intimement 
liée à la démonstration de la possibilité de la résolution d'un 
problème dit de la représentation conforme et qui s'énonce 
ainsi : 



Etant données deux aires A et PJ^ déterminer une fonc- 
tion monodrome et mono gène z'=^f(z)^ telle qii 'à un point 
z de Vaire A elle fasse correspondre un point z' de l'aire 
h! et un seul, et vice versa, les points des contours limitant 
A et Pi! étant censés, à ce point de vue, faire partie inté- 
grante des aires en question. 

Dans la représentation conforme, les points correspondants 
décrivent des tlgures qui, dans leurs dimensions infiniment 
petites, sont semblables (t. V, p. gS); oh voit aussi que, si^el 
z' sont des points intérieurs aux aires A et A', on n'aura jamais 

ni -7— =0, ni -7-; =o; sans quoi, si, par exemple, on avait 

dz' 

-j—=o, Téquation z'=f(^z) aurait une racine double et 

deux points z correspondraient dans l'aire à un point z'. 

Le problème de la représentation conforme peut être ramené 
au suivant : Représenter une aire donnée sur le demi-plan 
situé au-dessus de l'axe des x. En effet, si l'on sait repré- 
senter l'aire A sur Taire A' et sur Taire A'', il est bien évident 
que Ton saura par cela même représenter A' sur A'^ 

V. — Représentation conforme d'un polygone sur un demi-plan. 

La représentation d'un polygone sur la portion de plan 
située au-dessus de Taxe des x va résulter de la discussion de 
la formule suivante, où nous supposerons 

ZQ<a<b <c <C"'<ly 

^i) z'^ C {a — z)^-^{b~-zf-K..{l-z)'>^-^dz^ 
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Zq^ a, 0, . . ,, l sont des constantes quelconques réelles; a, 
P, . . ., X sont des nombres positifs satisfaisant à la relation 



■^j 



n désignant ie nombre des quantités a, 6, ... ou a, p, .... 

i*^ La/onction z' de z est synec tique pour toute la portion 
de plan située au-dessus de Vaxe des x. 

En effet, les seuls points critiques de z' sont les points 
z = a^ 6, . . ., / situés sur l'axe des x. 

* 

2" La fonction z de z' est synectique à l^ intérieur d^un 
polygone ayant pour sommets les points a', h\ . . . qui sont 
les valeurs de z' pour z = a, b^ , . .. 

En effet de (i) on tire 

et cette équation différentielle définit une fonction synectique 
de z' autour de tout point pour lequel le second membre de 
cette équation reste synectique; z restera donc synectique à 
l'intérieur du polygone ayant pour sommets a'^ b', c', . . . si, 
comme nous le supposerons, les côtés de ce polygone ne se 
coupent pas. 

3° Quand le point z décrit l'axe des x^ le point z' décrit 
le périmètre du polygone fermé a' b' c' . . . /' dont les angles 
sont aTT, ^Tî, . . ., ).t:. 

En effet, quand z<Ca, z' est réel; il décrit une portion de 
Taxe des x et pour 5 = a il se trouve en a' sur l'axe des x. Si 
z franchit le point a, z' devient imaginaire; mais son argu- 
ment reste constant et égal à 7i:(a — i) jusqu'à ce que Ton ait 
z=^b ei z' =^b' \'û décrit donc la droite qui joint a' 6'. De 
même, quand z varie de 6 à c, 5' décrit la droite b' c' qui fait 
Tangle 71 (a — \-\- ^ — i) avec l'axe des x^ et ainsi de suites 
les angles successifs du polygone sont donc 71a, tu^, . . .; ce 
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polygone se ferme d'ailleurs en vertu de Thypothèse contenue 
dans la formule (2). 

4" Quand le point z se meut au-dessus de l'axe des a:, le 
point z' se meut à V intérieur du polygone a!Vd, . . /'. 

En effet, si z est imaginaire, mettons l'intégrale (i) sous la 
forme 

•3 ^^= I ... — r~ f • • • 

OU encore 

OU enfin 

Supposons r très petit et, le point z devant être au-dessus 
de l'axe des Xj 6 compris entre o et tt. Quand 6 varie à partir 
de zéro, l'intégrale qui figure dans la formule précédente 
reçoit un accroissement très petit et son argument varie très 
peu; le facteur exponentiel qui multiplie l'intégrale varie 
sensiblement et son argument croît proportionnellement à 9, 
en sorte que le point z' pénètre dans le polygone dV d . ... 

Ainsi, lorsque le point z pris dans le voisinage d'un point 
(a, 6, c, ...) s'élève au-dessus de l'axe des x^ le point s' 
pénètre à l'intérieur du polygone a'6'c'...; maintenant, z^ 
restant au-dessus de l'axe des x^ je dis que :^ ne pourra plus 
sortir du polygone en question. En effet, s'il pouvait en sortir, 
il traverserait l'un des côtés et z traverserait l'axe des .r, car 
à une valeur de z^ ne correspond qu'une valeur de z, 

5° Quand le, point d se meut dans le polygone a! V d .. , 
le point z reste au-dessus de l'axe des x. 

En effet, si le point z pouvait passer dans la région située 
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au-dessous de l'axe des a;, il traverserait cet axe et le point 
-s' traverserait le périmètre du polygone cdV d — 

6" Reprenons la formule (i) : je dis que Von peut choi- 
sir Zq, a, 6, . . . , /; a, p, . . ., )^, <ie telle sorte que le polygone 
d V d .,, soit égal à un polygone donné. 

En effet, pour z ^^ Zq^ le point z' est à l'origine, et, pour 
z --= a, 5'--= a\ le point a' est sur l'axe des x^ le côté l' a' est 
dirigé suivant l'axe des x\ les parties réelles des intégrales 



f t/w, 1 û?a), .... / d*ù, 

a ^b ^l 



dans lesquelles dtù désigne la diffjérentielle qui entre dans 
l'intégrale qui figure dans la formule (i), sont les projections 
des côtés '«du polygone a'6'c'..., sur l'axe des a;; en se don- 
nant ces projections et les angles 7:a, tt^, ... du polygone, 
ce dernier sera déterminé et le polygone a' V d ,., sera aussi 
déterminé de forme par les équations 

proj.a'6'= / doi, proj.6'c'= / û?u), .... 

^a ^b 

dont les premiers membres sont 

a'6'cos(i — a)-!!, è'c'cos(i — an-i — P)tt, .... 

7" Enfin je dis que Von peut opérer la représentation 
conforme d^ un polygone quelconque sur le demi-plan situé 
au-dessus de Vaxe des x. 

Il suffit, en effet, pour cela de faire usage de la formule 

-5''= AV-i-B --= A r (a — z)a-i(6 — ;ï)P-»...û?^h-B, 

A et B désignant des constantes. 

Si l'on suppose A de la forme coscp -|- y/ — i sintp, le point 
w" s'obtiendra en transportant .3' dans la direction argB d'une 



^ 
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longueur égale àmodB et en faisant tourner le point ainsi 
obtenu d'un angle y autour de l'origine; la formule 

permettra donc de présenter sur le demi-plan des j/^ positifs 
un polygone obtenu en imprimant à a'6'c'... une translation 
et une rotation arbitraires, ce qui établit la possibilité de la 
représentation conforme d'un polygone quelconque sur le 
demi-plan situé au-dessus de Taxe des x. 



VI. — Représentation conforme d'un demi-plan sur un cercle. 

Si Ton pose 

r 
ce qui donne 

mod(^-T- R v/— î)mocl(^'-hR y'— i ) = "^R*, 

({uand le point z se mouvra dans un cercle de rayon K décrit 
de l'origine comme centre, le point z' décrira toute la partie 
du plan située au-dessus de l'axe des x\ il est facile de voir en 
effet que les points z et z sont transformés l'un de l'autre par 
rayons vecteurs réciproques; le pôle de la transformation est 

le point — Ry/ — i, et le module est 2R-; le cercle se trans- 
forme en l'axe des x et les points intérieurs au cercle don- 
nent des points situés au-dessus de cet axe. Cela établit la 
possibilité de la représentation d'un polygone sur un cercle. 
La méthode que nous avons indiquée pour la représenta- 
tion d'un polygone sur le demi-plan des jk positifs a l'incon- 
vénient d'être synthétique : la formule qui conduit à cette 
représentation a été donnée analytiquementpar M. Schwarz, 
{C relie, t. 70) ; mais la démonstration de M. Schwarz, repro- 
duite en français dans les Leçons sur la théorie des surfaces 
de M. Darboux (p. 170 et suiv.), suppose que la représenta- 
tion est possible. La vérification que nous avons faite était 
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absolument nécessaire pour Tobjet que nous avons en vue; 
c'est pour éviter les longueurs que nous avons supprimé la 
démonstration analytique de M. Schwarz. 

VII. — Fonctions harmoniques dans un polygone. 

Supposons que Ton sache déterminer une fonction harmo- 
nique à l'intérieur d'un contour A et, prenant sur ce contour 
des valeurs données, désignons par S la substitution qui 
permet d'établir une représentation conforme de l'aire A sur 
une autre aire B (si cette représentation est possible); cetle 
substitution imaginaire peut être remplacée par deux autres 
réelles, permettant de faire correspondre à un pomi (x' , y') de 
A un point (oc^y) de B. 

Cela posé, supposons que l'on désire une fonction harmo- 
nique u de (ûc, y) à l'intérieur de B et se réduisant à U sur 
le contour même de B. 

Par hypothèse, en posant 

x = o{x',y), y = '^{x'.y ), 

l'aire B se transforme dans l'aire A, point par point. La fonc- 
tion U se transforme en U'; par hypothèse aussi, on peut 
déterminer une fonction harmonique u' à l'intérieur de A et 
devenant U' sur le contour de A; il y a donc une fonction u 
dans laquelle se transforme u' qui prend la valeur U sur le 
contour B. Je dis que cette fonction est harmonique à l'inté- 
rieur de B; en effet, on a 



du __ du dx' du dy' 
dx dx' dx ' dy dx 



-X — > 



d^u _ à^fàx^y d^u dx^ df 

dx^i ~" dx^ \~dx/ "^ ^ d¥~dy 'dx ~dx 

"^ cpï \ôx) "^ 'dx' ~ôx^ "^ ly' ~dx^' ' 
01 1 on torme par symétrie — ^ et -^-^ 4- j-^ ou A2 u et si 1 on 



1 



l^u 
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observe ensuite que (p. gS, t. V) ^2^'= o, ^2^''= o, on aura 
mais les coefficients de -,—77 et -r-j- sont ésraux en vertu des 

dx^ dy'* ^ 

formules (p. gS, t. V) 

dx^ _dy^ ^ __^. 

dx ~~ dy dy dx ' 

le coefficient de ^^r- est nul en vertu des mêmes formules. 

dxdy 

Enfin la fonction u ou u' étant harmonique dans le contour A, 

on a 

d^u ' d^'u' _ 

il en résulte que A2w'=o, et que la fonction w' est harmo- 
nique et prend des valeurs données sur le contour B. 

Des propositions que nous venons de démontrer il résulte 
que : 

H existe une et une seule fonction harmonique dans 
V intérieur d'un polygone donné P et prenant sur le con- 
tour de ce polygone des valeurs données, pourvu que ces 
valeurs satisfassent à la loi de continuité , excepté en un 
nombre fini de points. 

Puisqu'il existe une fonction harmonique à l'intérieur d'un 
cercle prenant des valeurs données sur ce cercle, et que l'on 
peut représenter d'une manière conforme un polygone sur un 
demi-pian et un demi-plan sur un cercle. 



VIII. — Les fonctions de Green. 

Soient S un contour fermé, O un point intérieur à ce contour 
et fixe, r la distance du point {x^ y) au point O. On appelle 
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fonction de Green la fonction égale à log- sur le contour S 

et harmonique à l'intérieur de ce contour. L'existence de la 
fonction de Green n'est établie jusqu'ici que pour des con- 
tours polygonaux; mais il est clair que ces contours peuvent 
être tels que l'aire qu'ils circonscrivent se recouvre elle-même 
plusieurs fois. 

Cherchons à établir l'existence de la fonction de Green 
pour un contour quelconque S et un point intérieur O. A 
cet effet, construisons des polygones P^, P2, . . . , P/i entière- 
ment intérieurs à la courbe S, mais tendant à se confondre 
avec cette courbe et tels que Pj soit intérieur à P2, P2 à 
P3, .... On peut supposer le point O intérieur à tous ces 
polygones et construire pour chacun d'eux une fonction de 
Green. Soient Qk^ la fonction de Green relative à P< , G2 la fonc- 
tion de Green relative à P2, . . . . 

(La fonction de Green G, relative à un contour S, est tou- 
jours moindre que log-; en effet, la fonction G — log- est 

nulle sur le contour S; elle est très grande et négative autour 
du point O; si donc elle pouvait être positive dans l'intérieur 
de S, il y aurait dans l'intérieur de S une courbe fermée S' le 
long de laquelle on aurait G = 0, ce qui est absurde, car G 
étant harmonique ne saurait être nulle le long des contours 
S, S', sans être nulle dans l'aire comprise entre ces contours.) 
Je dis que l'on aura Gi >> G2 > G3 > . . . >> G^. En effet, sur 

P2, la fonction G2 — log- est nulle; elle est négative à l'inté- 
rieur de Pa et par conséquent sur P| où G< — log- est nul; 

donc G2 — Gi est négatif sur P^ ; il ne peut plus devenir nul 
à l'intérieur de P< , sans quoi entre deux contours il serait tou- 
jours nul : donc Gj — G| reste négatif; ainsi l'on a bien 

Gi > Gj > G3 > — 

Considérons alors la série 

(i) G=Gi-h(G,-Gi)H-(G3-G2)-+-...-4-(G„4.,— G„) + ...; 
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elle est convergente, car elle est à termes positifs, et la somme 
de ses n premiers termes est G„, qui ne croît pas indéfini ment, 
puisqu'il reste inférieur à G<. Nous allons prouver que G« a 

pour limite log- lorsqu'on s'approche du contour S. Consi- 
dérons un polygone II voisin de S, mais extérieur à S : soltK 
la fonction de Grcen relative à ce polygone ; K sera moindre 
que G et différera de G,, d'aussi peu que l'on voudra, en sorte 

que 

G«>G>K; 

mais G,i et K diffèrent sur le contour S d'aussi peu que l'on 
veut de log-; donc, a fortiori, G différera d'aussi peu que l'on 

veut de losr- sur ce contour, donc sur ce contour G = los:-- 
^r ' ^ r 

D'ailleurs la série (i) uniformément convergente qui définit G 
est une fonction harmonique. 

IX. — Sur une propriété remarquable des fonctions de Green. 
Soit G| la fonction de Green égale à 

log = log — 

/(a? — x^Y -^ ^y —71)* ''J 

sur le contour S, et G2 la fonction de Green égale ù 

log , =^- = log— 

^{x — x^Y~{y~y^y ^2 

sur le même contour, x^ , y^ et x^, y-^ désignant des points 
intérieurs à ce contour : on aura ' 

En effet, considérons un contour S' voisin de S et intérieur à 
S, le long duquel on ait 

Gi— log— =a, 

f 1 
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a étant une quantité très petite : entourons les points xi^ y^ 
et ^2? jKs de cercles de rayons très petits R^ et R2 ; enfin appli- 
quons le théorème de Green aux fonctions 



r = Gi — log- a, 

u = Gi — log— > 
ri 



et à l'aire limitée par S' et par les deux cercles R| et R2 ; nous 
aurons, en observant que 11 et p sont harmoniques, 

, ^ r r/àu àç du dv\ , , r du , 

Dans cette formule, l'intégrale simple est prise à la fois le 
long de S' dans le sens direct et le long des cercles R« et R2 
dans le sens rétrograde; le long de S', s^ est égal à zéro; Tin- 
tégrale simple en question se réduit à 

X (G.-log--a) ^^ -/ .R.^e 

La première intégrale est nulle pour R| = o, car r^ = R^; 
la seconde se réduit à 

- air G,(a;2,72)-( log^) , 

diog— 
car — — — = pT-; on verrait de même que l'intégrale double 

qui figure dans (i) est 

— 271 G2(a7i,7,)-^(log^j t 

et, comme (log—) =(log— ) > les deux membres de cette 
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formule désignant le logarithme de Tinverse de la distance 
des points x^, y^ et ^2? ^'2? on en conclut 

C. Q. F. D- 

X. — Fonction harmonique prenant des valeurs données 

sur un contour donné. 

Soit u une fonction harmonique de x eiy dans un contour 
fermé S; soit U la valeur que prend cette fonction sur le 
contour lui-même : il est facile d'exprimer u au moyen de U, 
en sorte qu'il suffit de connaître u sur le contour S pour 
pouvoir le calculer pour toutes les valeurs de x, y répondant 
à un point intérieur. 

En effet, appelons r la distance du point (;r, j/*) à un point 
(a, l>)\ supposons le point {Xiy) fixe et le point (a, V) variable ; 
appliquons alors le théorème de Green aux fonctions a (a, h) 

et log- en prenant pour aire celle qui est limitée par le con- 
tour S et un petit cercle de rayon R décrit autour du point 
(^, y^ comme centre; nous aurons 




I au . 

les intégrales étant prises dans le sens positif sur le contour S, 
et dans le sens négatif sur la circonférence du rayon R. 
Le long de la circonférence du cercle, la première intégrale 
est égale à 

et, quand R est infiniment petit, cette intégrale se réduit à 
iizu{x^y)] la seconde intégrale se réduit à 



-jy^kfn^'^' 
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elle est nulle pour R = o et l'on a, par suite. 



^lOff- 

/* I ou 

ITZU = f \ U r lOff I ds. 

' \ dn ^ r dn ' 



l'intégrale étant prise le long du contour S, et mieux 






(1) 27rw = / \ u — : log- -T— ] ds. 



/• désigne alors la distance de Félément ds qui a pour coor- 
données a, b au point intérieur (x, y). Soit g la fonction de 

Green qui sur le contour S se réduit à log- » si l'on applique le 

théorème de Green aux fonctions u et g^ mais, pour un con- 
tour S' très voisin de S et intérieur à S, on a 

U' et G' désignant les valeurs de m et ^ sur le contour S'; en 
combinant cette équation avec (i), on a 

7zu^ 1 U — -— ds - / U' ^ ds'^ û, 
^' an J an 



(2) ITZU — 



û désignant la quantité 



Si l'on fait converger le contour S' vers S, G' tend vers log- 
et û tend vers 05 la formule (2) devient alors 




(3) 1T.U = / U —~ - lim C\} 



" '''' ds: 



On 
L. — Traité d'Analyse, VI. 18 
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XI. — Principe de Dirichlet. 



La formule (3) permet, quand elle existe, de construire 
une fonction harmonique dans un contour donné S, quand 
on se donne les valeurs de cette fonction sur ce contour. Il y 
a lieu de se demander si cette formule (3) qui peut servir à la 
définition d'une fonction m, quand on se donne U, ne défini- 
rait pas en tout cas une fonction harmonique à l'intérieur de 
S, prenant sur ce contour les valeurs données U, auquel cas 
le principe de Dirichlet se trouverait démontré. 

Ainsi, pour démontrer le principe de Dirichlet, il suffît de 
montrer que la fonction u donnée par l'équation 



(i) iTzu^^j U — ^ ds — lim / u 



dn 



est harmonique dans l'aire limitée par S et converge vers U, 
quand le point (:p, y) converge vers un point du contour S. 
Occupons-nous d'abord de l'intégrale 



A 



dlog- 



et cherchons la valeur qu'elle prend quand le point ( x^y) con- 
verge vers le point (X, Y) situé sur le contour S. A cet effet, 
partageons le contour S en deux parties, l'une infiniment 
petite, S|, contenant le point (X, Y), et l'autre, S — S< : la por- 
tion de l'intégrale relative à S — S< est finie; nous la repré- 
senterons par P; l'autre relative à Si peut se mettre sous la 
forme 




/T^ j y — b 
Uaarctang = , 
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le champ de l'intégrale étant infiniment petit. Si l'on suppose 
U continu, la valeur de cette intégrale sera 

y — b 



Ux / û?ar 



ctang 

^ a: — a 

en appelant Ux la valeur de U en (X, Y); quant à 

y — b 



s 



û?arctang 



X — a 



c'est l'angle sous lequel on voit du point (^,^) Tare 84. Si le 
point (X, Y) est un point ordinaire du contour S, cet angle sera 
égal à Tt. Si (X, Y) est un point où les tangentes font un angle 
a, l'intégrale en question sera 2 7t — a, de sorte que l'intégrale 
relative à S< sera ttUx ; en résumé, on a pour ^ =^ X, jk = Y, 

d log- 

i'i) f V —-^ ds = P -h TtUx- 

on 

Occupons-nous maintenant de l'intégrale 

V =/u' § *■. 

Cette intégrale est prise le long d'un contour S' intérieur à S et 
infiniment voisin de S : nous supposerons S' parallèle à S, et 
le point (a', b') de S'aura pour correspondant le point (a, b) de 

s, en sorte que -,- = -r-, • La fonction V est harmonique dans 

S et dans S'. Il pourrait y avoir doute à cet égard dans le cas où 
le point (^, y') se trouverait sur le contour S; mais, en vertu 
du théorème démontré § IX, on peut remplacer G' qui est rela- 
tive à un point de S, par la fonction de Green relative à un 
point de S'. Calculons maintenant la valeur de V : à cet effet, 
partageons le contour S' en deux, l'un S'^ correspondant au 
contour que nous avons appelé S, tout à l'heure, et 1 autre 
S'— So l'intégrale V, prise le long de S'— S^ sera égale à 
P; il reste alors à évaluer l'intégrale 
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le long de l'arc S\, Or, le point (x,^) coïncidant avec X, Y, 
on peut remplacer G' parlog-> et J'on a 



r 



V, - / L' — — ^ ds: 

I fin. 



^ <y/i 



En transformant cette intégrale, on trouve, par un calcul 
analogue à celui que nous avons fait tout à l'heure. 



V,r- Aj'é^ 



arc ta 11 ff- -, 

ou 



Vi = \]y.Jd 



arc tanff- 



^X — a' 

L'intégrale est Tangle sous lequel on voit de X, Y l'arc S', ; elle 
est donc égale à — tc si le point X, Y est ordinaire et à a s'il 
est anguleux; ainsi, en général, Vi = — tcU^, par suite à la 
limite 

J (fn 

De cette formule, de (i) et (2) on tire, pour a; = X, j^ =r Y, 

u = airUx, 

ce qui démontre le principe de Dirichlet. 

Il est bien difficile de dire à qui nous devons la démonstra- 
tion du principe de Dirichlet, un grand nombre de géomètres 
ayant apporté des éléments à cette démonstration. La démon- 
stration que nous venons de présenter est en grande partie 
extraite de l'Ouvrage de M. Harnack : Die Grundlage der 
Théorie des logarithmischen Potentiales, qui a réellement 
achevé la démonstration. 

XII. — Complément des théories précédentes. 

On peut donner plus d'extension au principe de Dirichlet; 
ainsi : 



// existe une et une seule fonction harmonique à l'inté- 
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rieur d^une aire limitée par plusieurs contours {polya- 
delphe) et prenant des valeurs déterminées sur les contours 
limitateurs [pourvu que ces valeurs niaient qu'un nombre 
limité de discontinuités ou de maxima et de minima, et 
ne deviennent pas infinies). 

Considérons, par exemple, Taire ci-conlre limitée par un 
contour akj / exiérieur et deux contours intérieurs bcd^ ghi\ 
on la transformera en une aire à un seul contour (monadelphe) 
au moyen de deux coupures ab et fg, le contour unique 

Fig. I. 




sera abcdaefghifjka, La fonction w, harmonique dans la 
nouvelle aire, prenant sur l'ancien contour la valeur U et 
sur les coupures «6, ^/la valeur V^, que nous laisserons indé- 
terminée pour un instant, sera donnée par la formule 




) 




27rw= / \U- ^ loff — ;— 1 ds 

^r on / 

V -logi 1-- ds, 

dn ^ r dn J 

formule dans laquelle /'désigne toujours la distance du point 
^,y à l'élément ds et dans laquelle la première intégrale est 
relative au contour primitif, et la seconde aux coupures. 

Mais la fonction V étant arbitraire, on peut supposer 
qu'elle prend des valeurs égales sur les deux bords de chaque 

coupure, ainsi que le rapport — ; il reste alors 

Ci ^^""K I à\^\ 

(i) aiTM = / \ U — T — ^ — log- --- ]ds. 

^ J \ àa ^ r dn J 
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Telle est l'expression delà fonction harmonique dans l'aire 
donnée et prenant la valeur U sur les limites de cette aire. En 
réalité, la fonction V n'est pas arbitraire, parce que u doit être 
continu ; mais elle n'a heureusement pas besoin d'être connue, 
puisqu'elle disparaît; sa valeur peut d'ailleurs être censée 
tirée de (i). 

Nous ferons observer encore que le principe de Dirîchlet 
se trouve établi pour des aires quelconques situées sur des 
surfaces de Riemann ; car, dans la représentation conforme 
d'un polygone sur un demi-plan, nous n'avons pas supposé 
explicitement que les aires balayées par un côté du polygone 
donné pour passer sur le côté suivant n'avaient pas déjà été 
balayées par les côtés précédents. 



XIII. — Conséquences du principe de Dirîchlet. 



Théorème I. — Une fonction X -h Y y/ — i synectique de 

X -^ys — I > à V intérieur d^une aire A limitée par un seul 
contour^ est bien déterminée quand on se donne la partie 
réelle X sur le contour de Vaire A et la valeur du coeffi- 
cient Y de \ — I en un point intérieur ^0» ^0 ^fe Vaire. 

En effet, on a (t. III, p. 228) 

^ àx dy ày dx' 

si l'on différentie la première de ces équations par rapport à 
j;, la secondepar rapporta jK, et si l'on ajoute les résultats, on 
trouve 

on aurait de même Ag Y = o. Les fonctions X et Y sont donc 
harmoniques dans l'aire A. Or, d'après le principe de Diri- 
chlet, il existe une et une seule fonction X harmonique dans 
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l'aire A, prenant sur le contour de cette aire des valeurs 
données (comme il a été expliqué); X étant déterminé, les 
équations (i) montrent que 

ox oy '^ oy ox '^ 

Intégrant la différentielle exacte [en vertu de (i)] 

dX ^ dX ^ 
— ,— dx-h ^— dy, 
dy dx -^ 

on aura Y à une constante près, qui sera déterminée, si l'on 
se donne la valeur de Y pour une valeur particulière de 

x -4- JK V — I o^ si l'on se donne Y pour x = Xqj y = J'o î X. 

et Y ainsi déterminés, X + Yy^ — i sera une fonction synec- 

tique àe X -\-y\' — i dans Taire A, X prendra des valeurs 
données sur le contour de A, Y prendra une valeur donnée 
en un point donné de cette aire. 

Théorème JI. — // existe une et une seule fonction 

X-l-Yy — I, monodrome et monogène dans une aire A 
limitée par un contour simple, dont la partie réelle X 
prend des valeurs données sur le contour, dont le coeffi- 
cient de\ — I prend une valeur donnée en un point donné 
de l'aire A et qui admet en des points donnés de V aire A 
des discontinuités données. 

Soient «1, «2» • • • » <^n les points critiques de la fonction, 
donnés par hypothèse dans l'aire A; nous nous donnerons les 
discontinuités de la fonction en a^ , «2, ...,«« en disant, par 

exemple, que X ^X^^^^x - [ -^i'^- + ^-^^i -+-•••] n'est 

plus ni infini ni indéterminé en a/; A/,, A12, . . • désignant 
des constantes en nombre fini ou infini. 
La fonction 

X ^- Y /:r7_ y r^£i_ ^ ^^ + . . 1 

^ J^lx-Ui (x — a:)^ J 
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sera alors synectlqiie dans l'aire A et bien déterminée, 
puisque, X prenant des valeurs données sur le contour de A, 
sa partie réelle prendra aussi sur ce contour des valeurs bien 

déterminées et que le coefficient de \/ — i sera donné en un 

point de l'aire ; X 4- Y y/— i sera donc lui-même bien déter- 
miné. 
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CHAPITRE VIII. 

VARIATION DES INTÉGRALES MULTIPLES. 



y 



I. — Préliminaires. 



Nous avons vu que la recherche des maxima des intégrales 
simples était hérissée de difficultés. Celle des maxima des 
intégrales multiples est encore bien plus compliquée, vu 
qu'elle conduit à l'intégration d'équations aux dérivées par- 
tielles d'ordre, supérieur. 

Pour étudier les variations que subit une intégrale multiple 
quand on change la forme des fonctions soumises à l'intégra- 
tion, nous supposerons que les fonctions des variables, d'in- 
tégration contiennent, outre ces variables, des paramètres cl^ , 
a2, ... dont les accroissements produiront les changements 
de forme des fonctions en question et. par suite, les variations 
de l'intégrale proposée. 

Les différentielles totales relatives aux paramètres a,, 
a2, ... seront représentées parla caractéristique 8 et porte- 
ront le nom de variations; les différentielles relatives aux 
variables d'intégration seront toujours représentées avec la 
caractéristique d. 

L'étude préalable que nous allons entreprendre doit être 
considérée comme la recherche de l'expression de la diffé- 
rentielle d'une intégrale multiple; pour y parvenir, nous 
allons résoudre successivement plusieurs questions. 



IL — Différentiation sous 



le signe /. 



Pour différentier par rapport aux paramètres a une inté- 
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grale, oa observe que, F désignant une fonction de x^y,z,..., 



ai, a^. . . . , on a 



par suite 



Jt' I ^'l 3C 



/ / Fdxdy^l Zx f Fdy- dx^f F dy 



OU 



iÇr^'Fdxdy^l ^x f Fdy— Ç ' dxl F ly 

f / iFdxdy, 
^0 *^ro 
on a de même 



/'•''l pïl /»^l / ' /»J'l /»*! 

/ / / Fdxdydz^l ex / F dy 6?^ 

f ^a:/ 8j^ / Fdz 






f / / iFdxdydz, 

et ainsi de suite. 

Une expression, telle que 



peut se mettre sous la forme 



f- 



f^ld.; 



àx 

jt'i, 
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on aura donc 










Jf. y. 



^ -T- dûS 
ox 



=1. s-X. 

= /"(S8«-8f). 

En général, une expression contenant des signes d'intégra- 
tion et de substitution mélangés pourra se remplacer par une 
intégrale multiple, que l'on saura par suite différentier par 
rapport aux paramètres a. 



m. — Intégration par parties. 
L'expression 



I n '^ & '^'^ '^y '^^ 



peut être transformée de manière que v n'y figure plus par 
sa dérivée ; en effet, on a 



j I uv dy dz 



à r^' 

àx 



y 6 ^ ■"ù 



I ^ Â" dydz, on a 
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et en intégrant de Xq à x^ 



l j l u--d.dydz^-l J j u^dydz 

-«^0 .>0 *0 *>•. JO -0 



ri 






X, .y^ 



I dx l dy I uv -— 



jc, /.r, /,5t 



~l'i'f,?'^'^''''- 



IV. — Variation d'une intégrale double. 



Nous supposerons qu'il s'agisse de faire varier l'intégrale 



J/»-*'! /*ri 
f / F(x,y,Zyp,q,rySyt)dxdy. 



F désignant une fonction de la fonction z de x et y et p, q^ 

,, . dz dz d^z d^z d^z mr r 

r, s, t désignant--, , ? -r— ■> -— — » 3-1- JNous ferons 
^ ôx oy ox^ Ox ôy ôy^ 

^_Y ?^_Y ^-7 ^-P 

dx~~ ' dy~ ' dz~ ' dp~ ^' 

^F_0 ^^-R ^^-S ^^-T- 

nous aurons alors 



u=^\ Zx f Fdy-r- f dxl F 87 

^ Ç ' Ç 'dxdy{Zhz-^Vlp-^(m-^KZr-\-^Zs^llt)- 



^0 Xo 



Si Ton intègre alors par parties une fois les termes en op et 
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8y, deux fois les termes en Sr, 85, 0^, on trouve 

•ri 






âx dx^ dx dx 



fsiy- 

dy\dx) dx ôy \ 

-rr[KS)'-i-]f-, 



f j Foydx-{-l Ç Ylxdy 



'^0 'Yo 



Yz. 



La variation d'une intégrale triple contenant les dérivées 
secondes d'une fonction u de x^ y, z est extrêmement com- 
pliquée. 

V. — Maxima et minima des intégrales multiples. 

Ce que nous venons de dire suffit pour montrer que la 
variation d'une intégrale multiple portant sur une fonction F 
de u, ^, iv, . . . , fonctions des variables x^y, ^, ... de ces 
variables elles-mêmes et des dérivées de w, (^, (v, . . . , se com- 
posera : 

1° D'une intégrale sans signes de substitution ne conte- 
nant que les variations 5m, 8(?, 8(v, . . . , sous forme linéaire; 

2° D'intégrales mêlées à des signes de substitution conte- 
nant les variations 8a, 8ç^, . . . , et leurs dérivées, avec les 
valeurs de hx, 8^, .... 

Aux limites les coefficients de 8w, ùv^ . . . , dans la pre- 
mière intégrale seront nuls si l'on veut que la variation de 



286 CHAPITRE VIII. 

rintégrale soit nulle; sans quoi, comme Buy S(^, • • -9 sont 
arbitraires, on pourrait les choisir de signes contraires ou de 
mêmes signes que leurs multiplicateurs, annuler leurs valeurs 
aux limites, ainsi que les autres variations, et donner par suite 
à la variation de l'intégrale une valeur différente de zéro. 

Il résulte de là que, pour rendre une intégrale multiple 
maxima ou minima, comme on doit évidemment annuler sa 
variation, il faudra d'abord annuler les coefficients de Sm, 
St^, . . . , dans l'intégrale qui ne contient pas de substitutions, 
et annuler ensuite tous les coefficients des variations arbi- 
traires. 

Pour faire comprendre l'esprit de cette méthode, dont le 
principe est dû à Sarrus [Recherches sur le calcul des 
variations [Mémoires des savants étrangers, t. X, 1848]; 
nous en ferons quelques applications. 



VI. — Snrface à aire minima. 

Problème: — De toutes les surfaces que l'on peut faire 
passer par un contour donné, trouver celle dont l'aire est 
la plus petite. 

L'intégrale à rendre minima, en appelant z l'ordonnée de 
la surface, x^ y ses deux autres coordonnées et en posant, 
conformément à l'usage, 



dz dz 

/> = 

est ICI 



^ = ^' ^ = dy 



et, le contour par lequel doit passer la surface étant donné, 
on aura simplement à appliquer la formule (p. 285) 

^" =//(^ - £ - 57 +• • •) ''^ ''•^ ^^' 
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ce qui donnera 



par suite, Téquation différentielle de la surface cherchée, sera 

<l) J- , - ^ ^ T- / =: = O 

^^ ^p^-^q^-^i ^y //?« H- ^2 -f- I 

ou encore 

('2) i^-^P^)^ — ipqs -{-{i-\- q^)r = 0. 

Si Ton se reporte à Féquation aux rayons de courbure princi- 
paux, on voit que la surface à aire minima a ses deux 
rayons de courbure égaux et de signes contraires. Nous 
allons essayer d'intégrer l'équation (i) : pour trouver l'équa- 
tion de la surface minima en termes finis, on observe que 
l'équation (i) exprime que 

_i 
{p dy — q dx){v-\-p'^-r- q^) * 

est une différentielle exacte que nous appellerons du. Nous 
ferons alors 

), p dy — a dx 

du = - 

\ dz — pdx -\- q dy\ 

supposons que par l'origine on mène une parallèle à la nor- 
male, sa longitude étant ^ et sa colatitude 6; on aura 

_i 
/>(i -f-/>2-f- ^*) ' = cosi}; sin6, 

_i 
^(n-/>2H-yS) 2 = sin<J^ sin6, 

_ S. 

et les formules (3) deviendront 

ûfa = sin 6 ( cos ^dy — sin <J/ dx^, 
dz = tang6(cost^ dx -f- sint}' dy)^ 



1 
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OU encore 



sinO 

2 dz 
tango 



= dxie^-'^-T- e-¥-^) — dy{e¥-^ — e-'^'^--') /— i . 



En prenant alors 1^ = x -j-y \j — i, ^' = x — y y — i , ces for- 
mules se simplifient et donnent 



sin6 
1 dz 



= d^e-^^>^-~^-^dl'e^^-\ 



tangO 
Nous poserons 

7) = tanglôe'V^-i, 7]'= tangiôe-'V*^^, t^t/= tang^O; 
ces formules deviendront alors 

du sj — I (i -h 7)t/) = txd^ — 7) d^^ 
dz{x-'t^r{)^T;d\-^r^dX\ 

et en posant 

X^z= z-\-ii v/— I , Xl = z — u /— I , 
on aura 

^s — ^"^o'^C ~ itx d\ , 



on tire de là 



(4) 



idl^'^—y^dX:, 



j 2t/r = 



û?^ et û?i' devant être des différentielles exactes, on a 



ou 





àx: dx, ' 


d-r\ 1 (?t/ 


(?Tf)' I <^7) 
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on en tire 

Gomme r^y\' = lscng^- 6, qui n*est pas égal à un, 6n a ~ = o; 
donc 7) est fonction de î^' et r/ est fonction de vj. Ainsi 

on tire de là 

(5) ^=/(^)+/'(V), 

puis (4) devient 



OU bien 



(6) 






Les formules (5) et (6) font connaître x, y, z au moyen 
des deux paramètres tj = tang- eV~* et 7j'= tang- e~^^f~^. 

Si l'on suppose ^ =za'^-^ =^ a^ a et a' désignant des con- 
stantes, on aura 

z =^ ay\ -\- a' r{ -\- const., 
2a7 = a'nogTj'— — j-f-aMogY) — -^ j ■+- const., 

v/— I 2^ = a'f log7)'-H — j — aMogr) 4- — j-+- const. 

On peut choisir nulles les constantes d'intégration, cela ne 
fait que transformer les coordonnées. 

L. — Traité d'Analyse, VI. 19 
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On obtient une solution plus intéressante en prenant 

/(T,)=alogïi, /'(V)=«'logT;; 

alors 

z = alogT) H-a'logr/, 

a! a , , 



^ ^ 7)' Y) 



Tfi- 



Remplaçons yi par tang^ e4' v^"* , vi' par tang- e 'î' \^^ et a par 

a -f- p y/31 ^ a' par a — P s[^\ \ nous aurons 

z =2alogtang-- — 2?^^, 

1 fi 1 Q ^ . . 

(^) / a; = - a cot- cosij; H- ? cot- sin tj; - a tang- cos^V -4- p tang- sin6, 
V = — a cot- sin^^ + 3 cot- cos^^ — a tang- sinij^ ^ ^ ^^ng- cos'i^. 

Prenons ^ = o : on aura 

e 

z = 2alogtang-> 



(3) < 37 = — acos4^( tang- -hcot- », 

I . . / Q ^\ 

f y = — asini^f tang- -Hcot- I; 



par suite 



;r2 4- j'* = a* (tang- -i- cot- j 
et, en éliminant 8, 

c'est l'équation d'une surface de révolution qui a pour méri- 
dien 



a? = 2a 

2 
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Ainsi, parmi les surfaces à aire minima on trouve la 

» 

caténoide ou sur/ace engendrée par la révolution d^une 
chaînette autour de sa base. 

Si dans (7) on fait a = o, on trouve des expressions de la 
forme suivante pour x^y^ z : 

X = rcos(<j> — p), 

r etp désignant des constantes, on peut prendre p = o^ce qui 
revient à faire tourner l'axe des x et l'axe des j^ d'un angle p ; 
l'élimination de r et de tj» donne alors 

y 

z = m arc tan ?r -- 

I 

ou en coordonnées semi-polaires z = miù. C'est l'équation 
de l'hélicoïde gauche ou surface de la vis à filet carré. 

On a beaucoup écrit sur les surfaces à aire minima, et 
l'intégration de leur équation a exercé la sagacité d'un grand 
nombre de géomètres, parmi lesquels nous citerons : Monge 
(Géométrie analytique) qui paraît être le premier qui se soit 
occupé de la question ; sa solution a une forme symbolique 
qui la rend impropre aux applications; M. O. Bonnet qui a 
donné une méthode analogue à celle que nous venons de déve- 
lopper, plus directe peut-être, mais moins simple; Riemann, 
MM. Catalan, Sophus Lie, Enneper, J. Serret, etc.; enfin, 
récemment, M. Ribaucour a publié, sur le sujet qui nous 
occupe, un Mémoire étendu couronné par l'Académie de Bel- 
gique, et sur lequel nous aurons l'occasion de revenir. Nous 
donnerons dans le tome VII une autre méthode pour parvenir 
à l'équation de la surface minima, qui nous permettra de 
trouver toutes les surfaces minima algébriques. 

M. Michael Roberts (t. XV du Journal de Liouville) 
donne les équations suivantes pour les équations d'une sur- 
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face minima : 

X /— I = COSX -4- COS [X, 

l^'y ^ — I = sin X -+- sin fji, 

k z=^ I v^i — X:*sin*X «fX -f- / /i — Ar^cos^jx e/fx. 

Ces formules se réduisent facilement aux fonctions ellip- 
tiques, et, si l'on pose sin'k = sn Uj sin [x = sn t>, on a 

k'z = a + t>-4-Z(M)-i-Z(p). 

VII. — Surface minima limitant nn Yolnme donné. 

La recherche de la surface minima limitant un voluine 
donné revient à la recherche du minimum de l'intégrale 

sachant que 

/ / zdxdy 

est constant, ou bien au minimum absolu de 



(0 



u= I j (v/n-/j*-H q^-h \z)dxdy. 



Faisons varier cette intégrale : nous aurons 

Jj\ "* y/i -p io« + î» ^y /n-i>*-t-g'»/ 



V/( 



P ^\s 



z dx 



s/l-^ p^-\-q^ /l-h jD» -h q^ ^^) 

F désignant pour abréger la quantité placée sous le signe 
d'intégration dans (i). 
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Quelles que soient les conditions aux limites, l'équation 
différentielle de la surface minima sera 

X= — ^ 1 ^ y ^ 

\ désignant une constante; cette équation peut s'écrire 

. __ r(\-^q^)—ipqs-^t(\-^p^)^ 
A — j , 

elle exprime que la courbure moyenne de la surface cherchée 
est constante : son intégration complète n'a pas encore été 
effectuée. 

VIII. — Principe de Dirichlet. 

Si l'on admet, avec Dirichlet et avec Riemann, qu'il existe 
une fonction u capable de rendre l'intégrale 

minima, cette intégrale étant prise à l'intérieur d'un volume 
donné W, et de prendre sur la surface qui limite ce volume 
des valeurs données, tout en restant finie ainsi que ses déri- 
vées à l'intérieur de W, il est facile de prouver que cette 
fonction est harmonique (p. 256), c'est-à-dire qu'elle satisfait 
à l'équation 

d^u d^u d^u 

En effet de (i) on tire 

5.xr C r r I au rs au du ^ du du ^ du\ , , , 

et, en intégrant par parties en observant que 8w = o à la 
surface, 

et le minimum aura bien lieu pour A2e/ == o. 
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Le principe de Dirichlet admis, il en résulte qu'eV existe 
une fonction harmonique à V intérieur d^un volume donné 
prenant sur la surface qui limite ce volume des valeurs 
données. 

Il n'en existe qu'une. En effet, s'il en existait deux, on 
pourrait les représenter par u et par u + o), et il est clair 
que Ton aurait 

A2M = o, Ai(a -h u>)= o, Ajoi = o, 

et o> serait nul sur la surface limitant le volume donné W . 
Ceci posé, le théorème de Green démontré (t. III, p. 189) 
donne 

=//"• S "^^ '^= -^ff'" ^'^'^ ^Jf'^ S ''•^ ^•>' 

Le premier membre de cette formule est nul, co est nul sur la 
surface qui limite W; on a donc 

///[(£)'-(l)'-(S)>-— . 

ce qui ne peut avoir lieu que si 

dtM dtù âiii 

dx ~ ây ^ dz ~~ ' 

OU que si co est constant. Or il est nul sur la surface qui 
limite W; donc il est identiquement |nul et u est la seule 
fonction harmonique dans l'intérieur de W, prenant des 
valeurs données sur la surface qui limite ce volume. 

IX. — Application du principe de Dirichlet. 

Le principe de Dirichlet a de nombreuses applications à 
la Physique mathématique : nous indiquerons seulement ici 
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une seule application relative au changement de variables. 
Supposons que l'on désire substituer dans l'équation 

d^u d^u d^u 

^ ^ dx^ 0[/2 ^^2 2 

aux variables ^, JK? ^ de nouvelles variables a, p, y : ox\ obser- 
vera que (i) exprime que l'intégrale 

(2) 8 / / / Al udxdy dzy 

où Al M = (-7^ j -^i-T-) +(t") €st nulle; alors, au lieu de 

faire le changement de variable dans A2M, on le fera dans 
Al u et l'on exprimera que l'intégrale (2) est nulle, en faisant 
usage des nouvelles variables. 

Le calcul est fort simple quand on a, entre les anciennes 
et les nouvelles variables, les relations 

àx àx dy ày dz dz ' 

(3) (ÛÈl + ^l^ + ^ltL^o 

^ dx ôx dy dy dz dz * 



d^ dà. d^ da d^ da _ 



dx dx ' dy dy dz dz 
eiy par suite, 



= o 



^'"=(sy^««^ 



m^'^HW-- 



Si l'on pose alors 

d(x,y, z) 

l'expression (2) devient 

en l'égalant à zéro et en effectuant l'opération 8, on trouve 
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Si, par exemple, le changement de variables consiste en une 
transformation de coordonnées rectangulaires en coordonnées 
polaires et si Ton a 

a? = r sin 6 cos <|/, ^ = rsinO siinj^, ^ = rcosô, 

on a 

D = r«sin6, 

et la formule (4) devient 

^ / . • A àu\ à / . ^ du\ d I 1 dii\ 

OU 

, . ^ d^u du d^u ^ du i d^u 

or^ dr 06* dO sin*6 o^^ 

X. — Sur les fonctions sphériques. 

_i 

La fonction u = [(x — x'y '\'(y ^yy-h^z— z)^^ * 

satisfait, comme il est facile de le voir, à l'équation A2 w = o ; 
la vérification de ce fait ne présente aucune difficulté. Si l'on 
pose 

ic = rsin6 cos<{^, j' = rsinô sin^, ^ = rcos6, 

x' = r's'mb'cosy, j'' = r' sinô' sin <J;', ^'=r'cos6', 

on aura 

_i 

(1) u = [r* — 2rr'(cos6 cos6' + sin6 sinO'cos^j^ — <^') H- r'2] * 

et u satisfera à l'équation (a) du paragraphe précédent, à 
savoir 

, . ^ d*u du d^u ^ du i d^u 

^ ' dr^ dr aO* aO sin*8 v^^ 

et la fonction u tirée de (i) satisfera à l'équation (2). Suppo- 
sons r = I, r'^ I ; M se développera en série convergente 
comme il suit : 

(3) M = Po-i-Pir'4-P2r'2-4-...H-P;„r''~-i-..., 
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Pfi désignant ce que devient le polynôme X;i de Legendre 
(t. V, p. 187) quand on y remplace x par 

cos 6 cos 6' ■+• sin 6 sin 6' cos (^ — ^'). 

Tirant w de (3) pour le porter dans (2), en observant que le 
coefficient de r''" doit être nul dans la résultante, on a 

(4) '-^ + cot9^-H^^^ + .^(^-..)P«. = o. 

Pm est une fonction entière de sin 8 cos t}», sin 8 sin ^ et cos 9; 
mais ce n'est pas la seule fonction entière de ces quantités 
satisfaisant à l'équation 

On appelle /oAicito 71 sphérique du degré m toute fonction 
homogène, entière et de degré m des quantités 

cos6, sin6 cos il, sin6 sin^» 

satisfaisant à l'équation (5). V„i est une fonction sphérique 
du degré m. 

Il existe 2 m -f- 1 fonctions sphériques distinctes de de- 
gré m. En effet, une fonction sphérique de degré m est une 
fonction homogène de x^y^ z, dans laquelle on suppose r= i , 
et qui satisfait à A2M = o. Si l'on écrit qu'une fonction sem- 
blable satisfait à A2£/ = o, on aura à égaler à zéro les coeffi- 
cients d'une fonction homogène de degré m — 2, ce qui don- 

nera — équations entre ^^ ^^ coefficients; la 

fonction sphérique ne contiendra donc plus que 



— (m — i)m-f-(/n-M)(m-4-a) 

=2/71 — I 

2 

coefficients arbitraires. Il est bon d'observer que, si 

a'-^ p*-t-i = o, (ax -^ ^y -h z)'"- 
satisfait à A2ï^ = o et (asinOcos^}; -f- ^ sin8 sin tj; -f- cosO) 



m 
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est une fonction sphérique du degré m. Une somme de 2 /n + i 
semblables fonctions sera la fonction sphérique la plus géné- 
rale. 

XI. — Propriétés des fonctions sphériqnes. 

Rappelons que le théorème de Green (t. III, p. 189) con- 
duit à la formule 

du dif du dv du 



)dxdy dz 



si Ton a A| e/ == o. L'intégrale triple est relative à un volume W 
limité par une surface S et les intégrales doubles sont rela- 
tives à cette surface S ; la fonction v est d'ailleurs quelconque 
(m et {^, bien entendu, sont finies et continues, ainsi que leurs 
dérivées premières et secondes dans le volume W). 

Désignons par a, p, y les angles que la normale extérieure 
à la surface S en x^ y^ z fait avec les axes de coordonnées. 
Soit dn un déplacement effectué dans le sens de celte nor- 
male; on aura 

du du du ^ du du du 

-r-cosa=— -j -r-cos3=-r-> j" ^os Y = -— , 
dn dx dn dy dn * dz 

et, en appelant rfS l'élément de surface S, 

dz dy = dS cosa, dx dz = d^ cosp, dy dx = dS cos y, 

la formule (a) pourra alors s'écrire 

et l'intégrale double devra être étendue à toute la surface S 
qui limite le volume W. 

Appliquons maintenant la formule (6) en prenant pour 
surface S une sphère de rayon r contenant dans son intérieur 
le point (x\ y, z') et soit 
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Y,n désignant une fonction sphérique d'ordre m; nous aurons 



du _ du 
an âr 



-^ = -T- = 7nr'«-> Y,„. 



D'un autre côté, soit 

1 
V = [r^ — 2rr'(cosO cos6'-i- sin6 sinô'costp — «}/')-h r'-^ ' 



I r r^ 

— ;:Po-+- ^ P1 + ...+ ji^^^ p,„-T-..., 



donc 



la formule (6), en observant que 
devient alors 



2ir /iir 



•>'o L 



(m-l-iPo) (m-h2.)Pir' 



r2 



pf/t+i 



'''»?,„ + ...! Y,;, r'«+i sin 6 û?6 û?^^ = 4 7: r''« V;,, , 



Y',,^ désignant ce que devient Y en x'yz'. En supposant r = i 
et en égalant les coefficients des mômes puissances de r' dans 
les deux membres, on trouve les deux propriétés fondamen- 
tales des fonctions Y^, à savoir 



,2ir /,7r 



I / Pm'^msin^dbd^ =0, 
*^o 



i27r ^7C 



(II) f f P,«Y,„sinec?6é/^=-i^î^Y;,, 

et, en particulier, en prenant Ym=- Pm et en observant que 






P;,, = I pour X = x'y y =y , 

,t7c ^11 ( o pour m'^ 771 

pour m'= m. 



J^tTc ^Tz ( o poi 
f / P,«'Pmsin6c?6û?i^ = I 4Tt 
^ù I I 



am-f-i 
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XII. — Développement en série de fonctions sphériqnes. 

SI une fonction /(O, ^) est développable en une suite 
limitée ou illimitée de fonctions sphériques, on aura 

si nous multiplions les deux membres de cette formule par 
P„ sin9 rf8 dif et si nous intégrons de o à u par rapport à 9 de 
o à 27t par rapport à ^, nous aurons, en vertu de (lo) et (i i), 

' / P„/(e, <}-)sinedOrf4-=-^Y;.; 

d'où, en changeant 8 en 8', i^ en ij>'et vice versa, 

Y«=^^ r'' r'V(ô',4'')P«sm6'rfO'û?4.'. 

Quant à P,^ 11 est évidemment symétrique en 8, 8' et J;, ^'. 
Ainsi, quand/(8, <J^) est développable en une suite de fonctions 
sphériques, il ne Test que d'une seule manière. 
Si, dans la formule 

/(ar)=Xo / ^Qf{x)dx-^,. .-\- - — ; X^ I Xn/{x')dœ -\-... 

démontrée p. 197, t. V, on fait x = cosy, et, si Ton désigne 
par Tfi ce que devient alors X„, on a 


ou, en remplaçanty*(cos y) par cp(y) et y par y' sous le signe / , 



faisant enfin v = o et observant que r,i pour y = o est égal à 
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X/4 pour x = i, c'est-à-dire est égal à un, on a 

(12) 0(0) =y?^ f r;,cp(Y')sinY'^Y'. 

Soient maintenant y et ^ deux coordonnées sphériques, et 
F (y, ^') une fonction ayant, en chaque point y, ^' de la sphère 
de rayon un, une valeur bien déterminée : alors F(o, ^') aura 
une valeur bien déterminée, indépendante de ^^; car o et t[»' 
sont les coordonnées du pôle nord de la sphère, et ^' y est 
indéterminé. Posons 






et appliquons à oette fonction la formule (12); nous aurons 




27r ^"ïî 



F(o,^')^4''=2^7^/ / ^n^(Y^^')d^'sinrdY 



Le premier membre de cette équation est indépendant de ^'; 
sa valeur est donc F(o, ^'), où ^' est arbitraire, et, en dési- 
gnant par dar l'élément de surface sphérique rf^j^'siny'rfy', la 
formule précédente revient à celle-ci 



l'intégrale double élant étendue à toute la surface de la 
sphère. Celte formule peut s'écrire autrement : soit N le pôle 
nord de la sphère, M un point quelconque de coordonnées 
y', ^'. Soient Fy la valeur de F au point M ; X,j (x) la fonction 
de Legendre ; on pourra l'écrire 

F.N =2 ^^^ jyx„(cosMN)FM d^H. 

Changeons de coordonnées et prenons un nouveau pôle o : 
soient 6, ^ les coordonnées du pôle N dans le nouveau système 
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de coordonnées, et 6', ^ celles de M; on a 



,S1Ï /,7C 



F(e, t^) = V ^^"^^ r f X„ [cosÔcos 6' +sinesme'cos(r]/ — ({/')] 

xF(6', ^')sin^'d%'dy 
ou, d'après la définition même de la fonction P„, 



.ÎTC ,,11 



C'est la formule que nous voulions établir; elle est due à 
Laplace ; la première démonstration rigoureuse que l'on en ait 
donnée est de Lejeune-Dirichlet {Crelle, t. 4). 



XIII. — Intégration de leqnation ^-^ ■+- t-j + -r-^ = « 
dans quelques cas particuliers. 

Nous allons nous proposer d'intégrer l'équation 

d^u d^u à^^ _ 

de manière que la fonction u prenne des valeurs données en 
chaque point d'une sphère de rayon R dont nous mettrons le 
centre à l'origine. 

Soient r, 0, ^ les coordonnées polaires du point (a:, y^ z)] 
Yfi désignant une fonction sphérique, r" Y^ sera une solution 
de l'équation proposée, et, en désignant par A<, A2, . . . des 
constantes, v 



ou simplement 



Yo + ^ Yi -h . . . -I- -^ Yfi -h , 



sera encore une solution de l'équation proposée ; il ne reste 
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plus qu'à déterminer Yo, Y< , . . . , de telle sorte que, quand on 
fera r = R, la suite précédente, ou 

se réduise à une fonction donnée /(9, ^); pour cela il suffit 
de prendre, en vertu de la formule établie au paragraphe 
précédent, 

La solution cherchée est donc 



00 



"=2^î^ ë/ / P«/(8'.4'')sine'c?6'd4,'. 



Cette solution remarquable est de Laplace, et c'est la seule 
qui reste finie à l'intérieur de la sphère. 

XIV. — Quelques lemmes. 

Avant de faire une dernière application des principes 
exposés dans ce Livre, nous allons établir une formule qui 
va nous être utile. 

Un point dans l'espace peut être déterminé par l'intersec- 
tion de trois surfaces homofocales du second degré (p. 32 1, 
i. II) : 

02-^7 "^ 6*-f-X "^ CÎ-+-X "^ '' 
a?5 yï z^ 



a^ -H jjL 6* H- (X c* -H {X 
x^ r* z^ 

^ 4- -r =1. 



a*-i-v 6*H-v c*-+- 



Quand on se donne les paramètres \ [x, v, les surfaces pré- 
cédentes sont déterminées et elles fournissent un point 
{oc^y^ z)\ réciproquement, quand on se donne x^ y, 5, \ [x, v 
sont déterminées; aussi \ [x, v jouent le rôle de coordonnées 



1 
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et peuvent servir à déterminer un point dans l'espace 
sont les coordonnées elliptiques de ce point. 
On a d'ailleurs trouvé (p. SaS, t. II), 



ce 



x^ = 



y' = 



z^ = 



(«' 


i_HX)(a«-+-(jL)(a«-4-v) 




(a« — 6ï)(a« — c2) 


(b^ 


'-f-X)(6»-f-|x)r^»î-t-v) 




(6* — a*)(6* — c*; 


(c^ 


'-hX)(c«-^{x)(c«-hv) 



(c2 — a»){c« — 6*) 



Si l'on forme la quantité 



,A.X = 



/d\y /dl\'* /dWt 



\dx/ \ 






on trouve 



AiX 

Ai|x 

AiV 



4(X 


H-a« 


)(XH-Ôî)(X-4-'cn 




(X- 


-HlK^-v) 


4(fi 


-4- a' 


')([x-f-6î)(|x4-c«) 




(f^ 


-V)({X-X) 


4(v -+-a* 


)(v-f-6«)(v-4-cî) 



(.V — XXv — fX) 



et 






a? 



37 



37 



2(a24-X) 2(aî4-{jL) 2(a*-4-v) 

7 r r 

2(6«-i-X) 2(6»-h[Jl) 2(6*-Hv) 

2(C*4-X) 2(C*-hfJL) 2(C«-t- v) 



ou 



D = 



xyz (X — fjtHfA — v)(v — X)(6î — c2)(c2— a2)(a5 — 6n 



8 



en posant 



et, par suite, 



/(X)/([^)/(v) 



/(w) = (w-+-a»)(a-h6«)(MH-cî) 



^^ i (X-^)(tx-v)(v-X) ^ 
^ V^/(^)/(H^)/(v) 
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Nous pouvons alors former avec les variables \ [x, v l'équa- 
tion ^2^^ = o ou l'équation (4) du § IX (p. 296), qui devient ici 

d [. , ^ / fil) dul 

ou 






. . . = 0. 



Posons 



c)a __ I ^? _ ' ^ _ 



nous aurons 

d^u à [du ,yp-{] d^u .... du fCk) 

et Téquation précédente pourra s'écrire 

Nous aurons encore besoin plus loin de savoir faire le chan- 
gement de variable siMvant 



x^ y^ i. 



s* 
-H -: r =0, 



ar* y» ^5 

4- -^^^ =0; 



a^H-jjL 6*-|-fi C*H-|JL 

ce sonl les équations de trois surfaces orthogonales. On en 
lire 

a? = ri 



'(«' 


-HX)(a>-t- 


l^) 


(a«- 


-A»)(a»- 


■ c») 


'(6» 


-1-X)(6«H- 


1^) 


(6«- 


-a«)(6» — 


•c») 


'(c«. 


-t-X)(c>-f- 


I-) , 



L. — Traité d'Analyse, VI. 20 
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Calculons d'abord dx*^ 4- dy^ + dz"^ : nous aurons 

dx dr cCk dix 

2 — =2 — 



par suite 

4{dx^-\-dy^-hdz^) 

Posant 

fiP) = {p + a'^){p-^b^){p-^c^ ), 
on a 

x^ y2 z^ / à_/ x^ y^ z- \ 

(aï -h X)« "^ (62 -H X)2 "^ (c2 -h X)2 "" / ~" 5^ Va" -+- P "^ ^* -H p ~^ cM^ ' 

P=^ 

(^ (p — X)(p — fx) . 



/ 



= A 



''P fi?) 

X (X 

TÔT* 



A est une constante par rapport à p. que Ton détermine en 
observant que, si Ton multiplie par p la quantité sous le signe 

T-> elle se réduit pour p = go à r* ; donc A = r* et l'on a alors 



4 //(Xj/CK) 
L'équalion (A^u =: o) devient 

ou bien encore 

-/7(i:)|;[,7TOg]... 
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Les calculs que nous venons de faire seraient inextricables 
si l'on n'employait pas rartifice que nous venons d'indiquer. 

XV. — Problème de Lamé. 
Lamé s'est proposé d'intégrer l'équation 

d'^u d'^u d^-u _ 

de manière que la fonction ?/ prenne sur la surface de l'ellipsoïde 

/p2 y2 ^2 

H- -T = I 



a2-+-v b^-\-^ c^-hv 

des valeurs données et reste finie et continue, ainsi que ses 
dérivées à l'intérieur de cette surface. 

Changeons de variables et prenons des coordonnées ellip- 
tiques (voir p. 3o3), définies par les équations 

a?2 j5 



a^ H- X 6=' H- X c2 -h X 



= 1 



^^^ ^ a2-+-|l "^ 6Î-^|X"^ c2-t-{JL * 



x^ r2 z^ 

-h Ti^ h -T =1. 



L'équation (i) pourra s'écrire 

d^u I d^u I d^u 



dOL^ (X — [Jl)(X— V) (^^2 (jjL — X)(|i. — V)^ (^Y* (V— X)(V — |X) 

ou encore 

(3) (t^-^)^+^-^)^+(^-f^)^=^» 

en posant, pour abréger, 



= o 



(4) 



<^^ v/(X-f-a2)(X-+-6«)(X-h-c2) 
^_ î 



^ 
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et c'est l'équation (3) maintenant qu'il faut intégrer, de telle 
sorte que, pour v = o, i^ se réduise à une fonclion donnée 
F().,a)ou/(«,P). 

Essayons de satisfaire à l'équation (3) en posant 

u = LMN, 

L étant fonction de X ou de a seul, M étant fonction de ;jl 
seul et N fonction de v seul; on aura 

L ^ («^"'^^ M -^ (' - ^^^ N -5^ (^ " ^> = ^' 
cette équation sera satisfaite en prenant 



d%^ 



= (^X4-A)L, 



(5) \ ^=(^(x-f-A)M, 

et ces trois équations détermineront les fonctions L, M, N : 
nous supposerons g et h constants. 

Occupons-nous spécialement d'une de ces équations, de la 
première par exemple; on a 



ç)2L d fdh dl 



"" âoLydl àoi) 



dx^ . 



= |t(X-...)a...KX-.c.)H-f(lx«-.^X-.2). 
formule où 

et la première équation devient 

(6) g/(X)+i^/'(X)-L(5'X+A) = o, 

où l'on a fait 

/(X) = (X -+- a2)(X -h 6i)(X 4- c«). 



J 
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XVI. — Fonctions de Lamé. 
Reprenons l'équation (6) du paragraphe précédent 

(6) ^/(>^)+~/'(X)-L(^X + A) = o 

m 

et cherchons la forme qu'il faudrait donner à ^'^ et à h pour 

faire acquérir à cette équation des solutions entières en \, 

Supposons que n désigne le degré du polynôme L : le premier 

membre de(6)sera de degré /i H- i ; pour que cette équation soit 

satisfaite, il faudra d'abord que les termes en )w'*+* soient nuls, 

ce qui exige que 

n{n — i) -h \ n — g = o, 

où ^ = — ^^ -• Remplaçons g par cette valeur dans (6) et 

employons maintenant le d pour désigner les dérivées ; \ étant 
dorénavant seule variable indépendante, cette équation (6) 
deviendra 

Si l'on pose alors 

L = X» -4- a, X»-i -h . . . -H a« 

et si l'on égale à zéro les coefficients des diverses puissances 
de \ on aura n + 2 équations, dont la première, identique, 
servirait à déterminer g et dont les autres servent à calculer 
a<, «2j . . ., «/i et A sans ambiguïté. Les polynômes L, que 
nous venons de définir, sont ce que l'on appelle les polynômes 
de Lamé. 

Nous désignerons par L|, L2, • « ., L,| les polynômes de 
Lamé correspondant aux valeurs i, 2, ..., /i du nombre 
entier n et par A^, h^-, . . • , hn les valeurs correspondantes de 
A; nous aurons alors les formules 
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Multiplions la première par Lm^ la seconde par Ln et retran- 
chons : nous aurons 

— L/»^« ^-^ fin— àm\=o, 



ce que l'on peut écrire en divisant par \//Ç^) 

^[/ÂI)(l,„^-l,^)] 

Intégrons maintenant entre deux limites qui soient racines 
de fÇk) = o : nous aurons 

/ Lmhg r n{in-^i) ^ m(im + 1) 1 > -^ 

J v//(X) 

Changeons dans cette formule X en [jl ou en v ; nous aurons 

/M,nMrt rn(2/i-f-i) m(im-^i)l . 

en multipliant en croix ces deux formules après avoir fait 
passer les seconds termes dans le second membre, il vient 

Cette propriété des fonctions de Lamé permet d'intégrer 
l'équation (i) ou (3); en effet, posons 
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B„t désignant une constante; cette valeur de a satisfait, quelles 
que soient les constantes B, à l'équation (3) pourvu que le 
second membre se compose d'un nombre limité de termes ou 
soit convergent. Si l'on veut que la fonction u se réduise à 
une fonction donnée F (X, (Ji.)de Xet [x pourv = o, c'est-à-dire 
sur la surface de l'ellipsoïde 

x^ j» z^ __ 

il faudra déterminer les B de telle sorte que Ton ait 

F(X, iji)=2b,„L,;,M,„N,„(o). 

Tout se réduit donc à développer la fonction F()., |jl) sous la 
forme^^ A;„L;;jM;,j. Or, si l'on pose 



m ^»* ni 
//t = 1 



et si l'on intègre les deux membres de cette formule après 
Favoir multipliée par ^— -j — '^ ^ (X — jjl) rf)^ rfjji, il vient, en 



vertu de (8), 






-^•ff 



r 2 jvfs 



//(>)/( H^) 



d'où Ton tire A^ et, par suite, Bm = âj— r~\ ' 

Cette solution est évidemment très élégante; mais elle 
repose sur une hypothèse, à savoir la possibilité du dévelop- 
pement d'une fonction arbitraire de Ty. et [jl suivant les pro- 
duits des fonctions L et M. Nous allons essayer de démontrer 
la possibilité de ce développement. 

Si cette possibilité est établie, la solution précédente sera 
la seule qui reste finie à l'intérieur de l'ellipsoïde, en vertu 
du principe de Dirichlet. 
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XVII. •— Complément de la théorie précédente. 

Reprenons la formule (7) qui sert à définir la fonction L, 
i\ savoir 



'ifa)-^ip-a)=^[^^^'-^^-^^^l 



et que l'on peut écrire 



v^l[v5w|] = -.[ï^î^x^4 



on aifra de même 



'<^4;['<^S]=''['^'^'*4 



on déduit de ces deux formules 



(9) 



- /«?) i [/Art ^] = UKX - rt 2<îii;^ 



D'un autre côté, si dans l'équation A2M = o on effectue le 
changement de variable donné par les formules 

x^ y' ^* 

H ^ = O, 



x^ r* 2* 

-f- —^ i = o, 



a'2 -t- (JL 6* 4- |X €'^-{- \L 

on trouve (p. So^) 

(10) ' 



i =mi[mT>'i\-^>^[/m%y.. 
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Posons dans cette formule ii = r^'* Y, Y désignant une fonc- 
tion de X et (Ji seuls, on aura 

Cette équation est identique à (9); donc la fonction LM salis- 
fait à cette équation (10)^ mais cette équation (10) est préci- 
sément Téquation à laquelle satisfait la fonction Y^^ de 
Laplace. En effet, l'équation (10) est l'équation AoW, dans 
laquelle, à la place de x, y^ z^ on a mis r, )w, [x ou, si l'on veut, 
celle que l'on obtiendrait en remplaçant x^y^ z par r, 6, d», 
puis 6, ^ par)v, [x; (11) est donc bien l'équation d'une fonction 
de Laplace d'indice pair. Si donc LM est entier en 

cos6, sin^^sinO, costj;sin6, 

toute fonction de \ ;jl sera développable en série de fonc- 
tions LM et les hypothèses du paragraphe précédent sur la 
possibilité du développement que nous avons employé seront 
justifiées; or LM est une fonction entière de degré pair de 
)v et jjL et, comme on a 



o sinO = ri/ 7^^-r r: 



)(|x-4-a«) 



LM sera aussi une fonction entière de cos9, sinôsinti, 
et sinOços^}^. Ainsi se trouve justifiée la belle analyse de 
Lamé. 

XVIIL — Surfaces isothermes. 

Si l'on considère une fonction 2/ satisfaisant à l'équation 

, . d^u dlu d^u 

et si l'on égale celte fonction à une constante e, on obtient une 
famille de surfaces que, pour des raisons tirées de la Physique, 
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on appelle surfaces isothermes; e est alors \e paramètre ther- 
mométrique de la famille. Voici quelques exemples de sur- 
faces isothermes algébriques simples 

ayz -+■ bxz -h cxy = z. 
Considérons une équation de la forme 

(2) /(^y^j -, a) = o, 

et cherchons la condition pour qu'elle représente une famille 
de surfaces isothermes. 

Il faut alors qu'une certaine fonction e de la valeur de a 
tirée de (2) satisfasse à l'équation A^e = o. Or on a 

dz dz da 

d^z __ du [àay dz d^a^ 
donc 

Pour que Ao £ = o, il faut que 

Aj a ô'^z dz 

* __ __^ . _^__ • 

Al a dci^ ' da' 

or, le second membre étant fonction de a seul, le rapport -^ 

doit être fonction de a seul; réciproquement, si ce rapport est 
fonction de a, en désignant cette fonction par A, on déter- 
minera e par la formule 

, dz dH 
da da^ 

et la surface sera isotherme, car on aura Age = o. 

Pour trouver des systèmes isothermes, il faudra intégrer 

l'équation 

Ajw = AjM F (a), 

F désignant une fonction arbitraire; changeons de variable 
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dans cette formule et prenons des coordonnées elliptiques; 
pour cela, reportons-nous à la formule (21) du tome I, 
p. 216; l'équation à intégrer deviendra, en adoptant les nota- 
tions des paragraphes précédents, 

ou bien 

-iF(„)[(,._.)/(X)(|)V...]. 

On voit que cette équation est satisfaite en prenant u égal à 
une fonction de X seul, de [x seul ou de v seul, en sorte que 
les surfaces du second degré homofocales constituent des 
surfaces isothermes, ce que Ton peut vérifier directement. 
On connaît un grand nombre de cylindres isothermes : 
les cylindres droits qui ont pour bases sur le plan des xy 

les courbes X = o, Y = o telles que X + Yy/ — i soit une 

fonction monogène de x-\-ysJ — i, par exemple, sont des 
cylindres isothermes. Les cylindres qui ont pour base les 
courbes d'égal module d'une fonction monogène sont égale- 
ment isothermes. Ainsi les cylindres qui ont pour bases des 
lemniscates homofocales sont isothermes. 



XIX. — • Variation d'une intégrale triple. 

Nous terminerons ces considérations sur le calcul des 
variations par la recherche de la fonction u capable de 
rendre minima l'intégrale triple 

^ =///i/{S)--(ë)--(S)'-*-. 
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étendue à tous les points intérieurs à une certaine surface S, 
et de prendre des valeurs données sur cette surface. 
On a 

'sxT r r r ^ (au ^ au du ^ du du ^ du\ . , , 
JJJ y/ù.u\à^ àx dy dy dz dz ) "^ 

et, en intégrant par parties, 



JJJ ^^\àx\yf^u àx 

d [ \ du\ d 



) 



\sl^'àz)\ 



— ) dxdydz, 



on aura la condition du minimum en égalant le coefficient 
de ôM à zéro, ce qui donne 



i Id'^u d^u 



u d^u\ 



-\r/duYd^u dudud^u "l 



ou bien 



= o. 



d^uVfduy /^\n __ dudud^_ _ 
^*^ 'd^^l\dy) '^[dl) y-" '^dydzdydz 

Si Ton se reporte à la page 4^8 du tome II, on voit que, pour 
exprimer que la surface /== const. a ses deux raj^ons de 
courbure égaux et de signes contraires, il faut poser 

^e ds de 

! ; 1 ; — = o, 

àfii ' d/ii dj33 

formule où désigne le hessien de / bordé avec y^, ^"2, fj. 
Cette équation développée donne 

(/l -^/l )/ii -^- • •— 2/2/3/23 — . . . = o, 

c'est-à-dire, à la notation près, l'équation (i), ce qui montre 
que si la fonction u n'est pas une constante, quels que soient 
:r, j", z, en l'égalant à une constante arbitraire, on obtiendra 
l'équation d'une surface ayant se^ deux rayons de courbure 
en chaque point égaux et de signes contraires. 
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Pour déterminer la fonction w, il faudra intégrer l'équa- 
tion (i), de manière que u prenne des valeurs données sur la 
surface S. 



XX. — Variation de quelques intégrales multiples. 

Problème I. — Trouver le maximum ou le minimum 
de rintégrale sui\^ante, où u est ins^ariable aux limites 

V = I / . . . ( ^1 -> h . . . -f- Xn -^ u\ dXi dxi . . . dXn- 

On a 

oV = / l...m(d?i-T r-... — u\ \x^h- h... — ùujdxi.., 

et, en intégrant par parties et en désignant 

du du 

par H, 

oV = — ff. . . OM.mf^ (ariH"»-i)-i-. . . 

on obtient le maximum ou le minimum cherché, en annulant 
le coefficient de 8a, ce qui donne 



(/i + i)H''*-i + (m--i)H'«-«2^/^y5^j5^ =0 



(dans l'équation précédente, il est clair que sous le signe ^^ 

les coefficients des Xixj ou î^y doivent être censés doublés). 
L'équation (i) est facile à intégrer : si, en efiet, on pose 

— = — a et si l'on désigne par 6^ en général une fonction 



m 
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homogène de degré k des variables x^^ X2y • - • , ^ d'ailleurs 
arbitraire, on aura 

(Jellet, Calcul des variations,) 

Problème IL — Trouver le maximum ou le minimum 
de V intégrale 

\=JJr^nd<j[oiY,(b,c)-^^Ft{c,a)-^^F^{a, à)], 

dans laquelle r est le rayon vecteur d'une sur/ace le long 
de laquelle on intègre; di est Vêlement de surface; a^b^c 
les cosinus directeurs du rayon r et a, p, y les cosinus direc- 
teurs de la normale. Les fonctions F|, F2, F3 sont suppo- 
sées homogènes. La surface est assujettie à passer par une 
courbe fermée fixe . 

Si l'on pose p = -— , gr = -^, en appelant x, y^ z les coor- 
données d'un point delà surface cherchée, on aura 

V =//.« [,F. (f f ) . ,F. (f . f ) - F. (î, ^)] a.,y, 

c'est-à-dire en observant que Fi, F2, F3 sont homogènes, 

n désignant un nombre égal à m ou différent de m suivant 
les cas, on a alors 

8V= f fnr'^-*zùz{pFt-\-qFt--F^)dxdy 
En intégrant par parties et en égalant à zéro le coefficient 



j 
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de ùz SOUS le signe / / , on trouve 

nr^-*z(p Fj -h ^r Fî — F3) 

/ dFi dFi\ à , ^ ^ ^ , T. X 

^r'^(/>^-H^^)-j-(r«FO-,-(r«F.) = o; 

en développant les calculs indiqués le premier membre se 
réduit à zéro. On tombe sur une identité; cela prouve que 
notre intégrale est indépendante de la forme de la surface 
passant par la courbe donnée : elle n'est pas par conséquent 
susceptible de maximum ou de minimum. 

Un cas particulier de la proposition que nous venons de 
trouver est celui d'une surface fermée : alors on trouve que 



// 



r2[a(62-4-c2)-4-P(a2-i-c2)-i-Y(^2+cî)]t;Œ = o 



ou que 



EXERCICES ET NOTES. 

\. Toute fonction harmonique dans un certain domaine est dévc- 
loppable dans ce domaine en une série de ia forme 

Wo -h Ml -+- Mj -f- . . . -+- W/t -H . . . , 

Un, désignant une fonction harmonique entière, homogène et de 
degré n. (Le théorème de Cauchy est un cas particulier de celui-ci.) 

2. La thèse de M. Riquier contient une théorie très complète de 
la théorie des fonctions harmoniques à un nombre quelconque de 
variables. Un Mémoire de M. Poincaré {American Journal of Ma- 
thematicSf vol. XII, n° 3) contient une théorie des équations que 
l'on rencontre en Physique mathématique et qui sont analogues 
à A] {^ = o. 

3. S'appuyer sur le résultat obtenu § XVII pour trouver, en coor- 
données polaires ou semi-polaires, l'équation aux dérivées partielles 
de la surface minima. 
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4. Trouver la surface qui, passant par une courbe donnée, rend 
rintégrale 



/ / ^P^-^ q^dxdy 



• 1 ' • . . • dz dz 

minima,/> et q désignant toujours — > — 



5. Si Ton applique la formule de Lagrange à l'équatiou 



on trouve 



""* ~" m\n\ •l'n^"' dx"^ djr"' ' 

les polynômes Uma satisfont à l'équation 

^ du ^ du , ., 

— 3a?-r 3j^-r — h(/7i-4-/i)(wn-/i-+-2)u = o; 

le polynôme \mn, défini par l'équation 

(i — aaa? — iby -+- a* + 6*)-* = 'Va"*^'» V/n«, 

satisfait à la même équation dont on a ainsi un grand nombre de 
solutions. Elle n'a pas d'intégrale intermédiaire : on a 






^mnl^pqdxdy = Oy 
yninypq dx dy = O, 

, .. , Tz (/n-^n)\ 

y^ niny ma dx dy = 



/;i -f- /iH- I ni ! n ! 

Les intégrales sont prises dans le domaine défini par 

a?2 -^7* — I ^ o. (Hermite.) 

6. Les \}mn se calculent en fonction linéaire des V„t« et vice versa 
(exercice précédent); généraliser. 
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CHAPITRE IX. 

TRANSFORMATION DES FIGURES DANS L'ESPACE. 



I. — Homographie. 

Soient 'fi^'^y'f z'), y^{x'^ y, z)^ ^{^' ty'-) z') trois fonc- 
tions des coordonnées rectangulaires ou obliques d'un point 
M'; X, y^ z les coordonnées d'un point M. Si Ton pose 

(i) x = ^{x\y\z'), y ^yS.x\,y\ z'\ 5 = i^o?', y, ^'), 

lorsque le point M'(^', y^ ^ z') décrira une certaine figure F', 
le point M décrira une autre figure correspondante F. Ces 
figures F et F' sont transformées l'une de l'autre par les for- 
mules (i). Nous ne ferons pas la théorie générale delà trans- 
formation des figures, et nous nous bortierons à l'étude de 
quelques cas simples. 

On dit que les deux points M(^, y^ z) et M! [x' ^ y', z') 
engendrent des figures homographiques quand on a entre 
les coordonnées des points M et M', des relations de la forme 



' _ ax' -^ by' ->- cz'-\- d 

^ ~ a"'x'-^b"'y'^c"'z'-^d"'' 

^'^^ ^'^ ~ à" x' -h b"'y -f- c" z' -f- d'" ' 

_ a''or'^b"y-^c" z'-\-d'' 
^ ~ a"'x'-\- b'"y'-^ c"'z'-\- d"' 

a, b^ Cj . . ., d" désignant des constantes. Si l'on introduit 
deux variables t et t' pour rendre les formules homogènes, 
les formules de la transformation homographique (2) pour- 

L. — Traité d* Analyse, VI. 21 
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ront se mettre sous la forme 

^ __ y _ ^ _ t 

\^) v/ Y' 7^ rîv ' 

X', Y', Z', T' désignant respectivement les fonctions linéaires 
ax'-^ by-\- cz'-^ dt\ . . . , a"x'->r- Uy -\- d" z' -\- d"'tf. Les 
formules (3) peuvent être résolues par rapport à :r', y, z\ t' 
et se transforment en 



(4) vr=-^ = 77 = F«. 



.r' _ y _ i' _ ^ 

X ~ Y ~ Z ~ t 



X, Y, Z, T désignant des fonctions linéaires de œ^ jk, z^ t 
homogènes. 

Il est clair que, si x^ y, z, t^ au lieu de désigner, ainsi que 
x\y\ z\ t\ des coordonnées homogènes, désignaient des coor- 
données tétraédriques, les formules (3) ou (4) seraient encore 
des formules de transformation homographiques; et, en effet, 
x,y^ z, t seraient des fonctions linéaires de trois coordonnées 
ordinaires $, tj, ?^; X', Y', 7/ seraient également fonctions 
linéaires de trois coordonnées ordinaires i', t^', Î^', et il est 
clair que l'on en déduit pour Ç, tj, Ç des valeurs qui sont des 
fonctions rationnelles de i',r/, Ç' dont les numérateurs et les 
dénominateurs sont du premier degré. 

La formule 

a: _ V _ s _ t 
\' = Y = Z'- T' 

peut s'interpréter en disant que, pour construire une figure 
homographique d'une figure donnée, on peut rapporter la 
première figure F à un tétraèdre de référence et construire 
une figure F', qui, par rapport à un autre tétraèdre différent 
du premier, aurait les mêmes coordonnées que F par rap- 
port au premier tétraèdre. 

Voici maintenant les propriétés essentielles des figures 
homographiques : 

1° Les points à r infini dans la figure F ont pour cor- 
respondants des points de la figure ¥' situés dans un même 
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plan {qui peut dans certains cas être le plan de l'infini), 

2° Une transformation liomo graphique n'altère pas le 
degré d'une ligne ou d'une surface, 

3** A quatre points en ligne droite de l'une des figures 
correspondent quatre points en ligne droite de l'autre et 
dont le rapport anharmonique est le même, 

La démonstration est analogue à celle qui a été donnée en 
Géométrie plane. 

4® A deux points infiniment voisins d'une des figures 
correspondent deux points infiniment voisins de l'autre. 

5" Une transformation homographique n'altère pas 
l'ordre du contact des lignes et des surfaces ^ non plus 
que leurs singularités, 

6® Une transformation homographique n'altère pas la 
classe d'une ligne ou d^une surface. 



II. — De l'homologie. 

Si Ton pose 

x' y' z' 

^ désignant une fonction linéaire de x' ^ y , z\ les points x, 
y^ z et x'j y, z' décriront des figures homologiques, L'ho- 
mologie est donc un cas particulier de l'homographie; le plan 
O = o de la figure x' ^ y, z' a pour correspondant le plan de 
l'infini dans la figure x^y, z. Quant aux points situés dans 
le plan = i, ils se correspondent à eux-mêmes, puisque 
pour S = i on ai x = x\ y = y, z = z'. Le point x^= o, 
y=:Oy z' = o se correspond d'ailleurs à lui-même aussi; il 
n'y a du reste que ces points qui se correspondent à eux- 
mêmes, comme nous le constaterons tout à l'heure, en indi- 
quant la construction géométrique des figures homolo- 
giques. 

Le plan = i est le plan d'homologie, l'origine qui se 
correspond à elle-même est le centre d'homologie. 
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L'élude des figures homographiques ne se ramène pas à 
celle des figures homologiques, comme cela a lieu en Géo- 
métrie plane, ainsi qu'il est facile de le constater en déplaçant 
l'une des figures et en essayant de la faire coïncider avec une 
homologique de la seconde : on s'aperçoit ainsi que l'on n'a 
pas assez de paramètres à sa disposition pour effectuer la 
coïncidence. 

Les formules de l'homologie (i) peuvent s'écrire 

5 - Z _ -^ _«. 

x' ~ y ~ z' ~ ' 

elles montrent qu'w^ point et son correspondant sont en 
ligne droite avec le centre d^homologie. 

Une droite et la droite homologique rencontrent le plan 
d'homologie au même point. 

Un plan et son homologique rencontrent le plan d^fich- 
mologie suivant une même droite. 

Soient M un point {x^.y^ z)^ et M' son correspondant 
» (y, y, z'). Soient O le centre d'homologie, I le point où 
OMM' rencontre le plan d'homologie ; soient N un point diffé- 
rent de M, et N' son correspondant. Le rapport anliarmonique 
des points O, M, I, N est égal à celui de leurs correspondants 
O, M', I, N'; on a donc 

MO . NO _ M'O . n;x) _. 
MI • "Nf "" "mT • ni ^ ' 

\ désignant une constante; donc on peut définir une figure 
homologique d'une figure donnée, par rapport à un centre O 
et un plan, une figure dont les points correspondent à ceux 
de la figure donnée, de telle sorte que, M étant un point de 
la figure donnée. M' son correspondant, on ait, en appelant 1 
le point où MO rencontre le plan, 

MO . M^ _ . 
Mf • M'I "" ' 

\ désignant une constante. Si le plan en question a pour 
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équation 2 = A et si le point O est pris pour origine, on a 

X _ y _ z _-N'S — h 

x' ~ y ~ ? -^j^zrji' 

L'homographie et l'homologie ont permis à Poncelet et à 
Chasles de généraliser un grand nombre de propriétés de la 
sphère et d'en déduire des propriétés des surfaces du second 
ordre que l'on peut considérer comme des transformées de la 
sphère; mais, pour l'étude de ces transformations, nous ren- 
verrons aux Ouvrages de ces auteurs ou aux Traités spéciaux 
de Géométrie. 

III. — Figures corrélatives. 

Considérons les formules 

_ ax' -^- by' -h cz'-h d 

^ "^ ^' x' -^ b"y -h c'" z' -^ d'" ' 

- a 'x'-^ b'y^c'z'-\- d^ 
y - a"'^c^b^y~^- c"'z'~-\- d"'' 

- ^'^'-^ b'y' -\-c"z'-^d" 

^ - a'"x' -i-~b"'y -r- c"'z' -H d'" ' 

et supposons que x'^ y\ z^ représentent, non plus les coor- 
données d'un point, mais les coordonnées d'un plan, quand 
le point x^y, z décrira un lieu d'un certain degré sur le plan, 
.r', y, z' enveloppera une surface de la classe m, de sorte 
que les formules précédentes établiront entre deux figures 
un certain mode de correspondance que l'on a appelé corré- 
lation et sur lequel nous ne nous arrêterons pas autrement 
que pour signaler les figures polaires réciproques comme cas 
particulier des figures corrélatives (voir t. II, p. 279). 

Proposons-nous, par exemple, étant données les coordon- 
nées d'un point (Xjy,;^) d'une surface, de calculer les coordon- 
nées du point correspondant de la transformée par polaires 
réciproques. Soit 

(i) ?(^, J, z, t) = o 
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Téquation de la surface que Ton transforme,/ =o désignant 
la surface du second ordre transformatrice; le plan tangent 
à (i) au point (x, y^ z) a pour équation 

à^ do do ôo 

X T - -H Y -^ -4- Z 3^ -f- T -'- = o; 
âx oy az ôt 

son pôle Xs^y\, z^ est donné par les formules 

dxi ' dx àfi ' ôy âzi ' âz dti ' dt 

Si, par exemple, /=:= x\ -{-y] -\- z] -^ t\, on aura 

do do do do 

OU, en supposant i^ =s — 8(a;, y") et en posant /> = v-> 

dx 



9- 


-à-y' 


^1 
P 


<1 » 




I 






z - 


— px — 


qy 


Si 


Ton prend 


t 


2 . 2 


25o 


on a 








Xi 

P 


q — I 




«1 






.*» ■ 


— px — 


■qy 



La transformation de Legendre dont il a été question 
(t. I, p. 21 1) et qui a été utilisée par Monge pour l'intégra- 
tion de l'équation aux dérivées partielles de la surface minima 
a pour but de substituer aux coordonnées d'une surface les 
coordonnées de sa transformée par polaires réciproques rela- 
tivement au paraboloïde x'^ -{-y^^ =^ iz. 

Il resterait, pour compléter ces théories à peine ébauchées, 
à faire pour lés surfaces ce que nous avons fait pour les lignes, 
mais ce travail présente de grandes difficultés qui sont loin 
d'être vaincues, et qui d'ailleurs ne présentent pas pour nous 
le même intérêt. La théorie de la transformation des courbes 
planes contenait en effet celle des fonctions abéliennes. 
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NOTE SUR LA MÉTHODE D'AMPÈRE. 

La méthode que nous avons indiquée pour intégrer l'équa- 
tion (p. 210) 

Rr-+-S5-f-T^-f-M(r^ — 52)4-N=o 

et que nous avons développée pour le cas où M^o est tout à 
fait générale : elle s'appliquerait à des équations de la forme 

(1) F(r, s, t,p, q, z, X, 7) = o, 

mais elle conduit alors à des calculs inextricables. Ainsi, en 
admettant Texistence d'une intégrale intermédiaire 

on aurait, comme dans le texte, 



\dx ) dp dq ' 

\dy) dp ôq 



Si l'on élimine /• et t, par exemple, entre (i) et ces deux équa- 
tions, on aura une équation 

^{s) = o. 

Si cette équation peut se mettre sous forme entière, en 
égalant les coefficients des diverses puissances de 5 à zéro, 
on obtiendra des équations simultanées aux dérivées par- 
tielles auxquelles devra satisfaire la fonction y. On voit que 
cette méthode, intéressante en théorie, sera d'un usage à peu 
près nul en pratique. 
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NOTE SLU LES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES. 

Supposons que l'on donne les équations différentielles 
d'une famille de courbes, à savoir 

dx dy dz 

où X, Y, Z désignent des fonctions de x, r, 2. Les intégrales 
des équations (i) renferment deux constantes arbitraires et, 
par suite, les équations (i) représentent des courbes, telles 
qu'il en passe une par un point quelconque de Tespace, ou 
du moins^ il en passe un nombre fini ou infini ne formant 
pas une surface. Proposons-nous de trouver^ des surfaces 
normales en chacun de leurs points aux courbes repré- 
sentées par la formule (i). 

Soit ùXy SjKj 3>3 un déplacement effectué sur la surface nor- 
male, si elle existe; on devra avoir 

dx Zx -- dy Zy -^ dzoz —0 

et, par suite, en vertu de (i), 

X o:f -t- Y oj -f- Y ôz = o. 

Cette équation, que l'on peut aussi écrire, en remplaçant le 
par un d^ 

( 2 ) X dx -r- Y dy ~- Tdz — o, 

est aux différentielles totales ; on en conclut : i*' que la surface 
normale cherchée n'existe pas toujours; 2° que, pour que 
cette surface existe, il faudra que Ton ait 



3° si cette relation a lieu identiquement, il existera une infi- 
nité de surfaces orthogonales à notre système de courbes : 
ces surfaces fourniront une famille représentée par l'intégrale 
complète de (2) ; 4° enfin, si la valeur de z tirée de (3) satis- 
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fait à (2), il y aura un nombre limité ou illimité de surfaces 
normales aux courbes (i), mais ne remplissant pas tout l'es- 
pace. 

Au contraire, quand on se donne une famille de surfaces, 
cette famille a une équation aux différentielles totales, telle 
que (2), et, par suite, il existe des trajectoires orthogonales 
ayant (i) pour équations différentielles. 

Cherchons, par exemple, les trajectoires orthogonales de la 
sphère 

(4) <G--r ( :r - a cos(p)2 -I {y - a sincp)* = a'^, 

qui enveloppe un tore avec un trou infiniment petit. Quand 
on fait varier cp, a restant constant, Téquation aux différen- 
tielles de la surface est 

(.r — a coscp) dx -^~(y — a %\ïi^) dy -x- z dz = o, 

où cp doit être remplacé par sa valeur tirée de (4) ou de 

(5) x^~T- y^-h z^= lax cos^ -h lay sino. 
Les équations différentielles des trajectoires sont 

dx dy dz 

(b) = -^. — 

X — a coscp ^--asincp z 

Les formules (5), (6) s'intègrent en posant 

X — /'Cos6, j^--rsin6; 

elles deviennent alors 

(7) /-^ -h ^2 =z «iflr cos(0 — cp), 

dr cos 6 — r sin 6 <f6 _ dr sin 6 -4- r cos ^ d^ __ dz 
/•cosO — ûtcosco rsinO — asincp z 

et les dernières donnent lieu aux suivantes 

dr _ r <fO _ ^^ 

r — acos(6 — cp) asin(0 — cp) z 

L. — Traité d'Analyse, VI. 21. 
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OU, en ayant égard à (^), 

ir dr 1 /'2 d^ _ dz ^ 

on lire de là 

ir z dr -h (z^ — r-) dz = (x. 

équation homogène qui a pour intégrale 

, F — r- Z Z — Zq j Z 

9.log i- log — = o; 

° To -h >S n "^ Zo 

on lire de là /• en fonction de Zj et 6 s'obtient en fonction de 
z au moyen d'une quadrature. 

Considérons un point matériel en mouvement : soient a^^y^ 
z ses coordonnées \ u^v^w les composantes de la vitesse de ce 
point à l'époque t. S'il arrive que u, v^ iv puissent s'exprimer 
en fonction de ^,^, z, de telle sorte que u dx -\- v dy -\- ^v dz 
soit une différentielle exacte rf^p, ou le devienne par l'appli- 
cation d'un facteur : 

i" L'équation ç = const. représentera une famille de sur- 
faces ; 

2" Les équations des trajectoires seront 

dx _ dy ^ dz _ _. 
u V w 

et les trajectoires du mobile compatibles avec les circonstances 
initiales pour lesquelles u dx -i- (^ dy -\- w dz est, à un facteur 
près, une différentielle exacte, seront toutes normales aux 
surfaces de la famille <p = const. 

Or les équations du mouvement sont de la forme 



du 

dt ~ 


dx 


dv dW 
dt ~ dy ' 


dw dn 

dt dz' 


dx 


^H 


dy dW 


dz dH 


dt 


du * 


dt dv ' 


dt dw' 



pour les ramener à cette forme, il suffit, en désignant par w la 



J 
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fonction des forces, de poser 

donc il existera des intégrales 

/= consl., g — const., h — const... 
donnant lieu aux formules 

et par conséquent rendant u dx + v dy -\- w dz différentielle 
exacte; il suffit pour cela que/, g^ h fassent partie d*un sys- 
tème canonique. Cela aura lieu, en particulier, si/, g^ h sont 
les valeurs de x^ y, z pour t = t^^ puisque Ton sait que les 
valeurs initiales des variables sont des constantes canoniques. 
On peut donc dire que, si un point matériel part d'une 
position fixe avec des vitesses initiales variables en direction, 
mais toujours sollicité par les mêmes forces provenant de 
l'attraction de centres fixes agissant suivant des fonctions de 
la distance, ce point décrira dans ces circonstances des tra- 
jectoires normales à des familles de surfaces. 
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